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Darſtellenden Geometrie; 


nebſt ihren Anwendungen auf die Lehre der Schatten und der Perſpektive, die 
Konſtruktionen in Holz und Stein, das Defilement und die topographiſche 
Zeichnung, 
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Gui d o Schreiber, 


* 
Vormaligem Lieutenant in der Großherzoglich Badiſchen Artillerie, Lehrer der geometriſchen und topographiſchen 
Zeichnung an der polytechniſchen Schule zu Karlsruhe. 
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meinem gnaͤdigſten Fuͤrſten unterthaͤnigſt gewidmet, 


Durchlauchtigſter Großherzog, 
Gnaͤdigſter Fuͤrſt und Herr! 


* Es war unſerer Zeit vorbehalten, die unermeßlichen Reſultate der 


mathematiſchen und Naturwiſſenſchaften auf das Leben anzuwenden und 
dem Kunſt⸗ und Gewerbfleiße dadurch neue Bahnen zu oͤffnen. 

Was der Hoͤchſtſelige Karl Friedrich, einer der erſten Fuͤrſten, 
welche dieſe gluͤckliche Beſtrebung erkannten, mit ſchoͤnem Erfolge begonnen, 
das haben Eure Koͤnigliche Hoheit im groͤßeren Umfange ausgefuͤhrt, 
und die ſeegenreichen Wirkungen, werden eines der glaͤnzendſten Denkmale 
Allerhoͤchſt Dero glorreichen Regierung ſeyn. 

Monge iſt als Begruͤnder der aͤchten polytechniſchen Lehrart anzuſehen, 
und indem ich der deutſchen Bearbeitung ſeines unſterblichen Werkes den 


verehrten Namen Eurer Königlichen Hoheit vorſetze, wollte ich nur 


— 


5. 


* 


ein Zeichen jener allgemeinen Huldigung darbringen, welche Badens dankbare 
Bewohner dem edlen Stifter unſres raſch aufbluͤhenden polytechniſchen 
Inſtituts auf immer zollen werden. vi. 
In tiefſter Ehrfurcht erſterbend 


Eurer Koͤniglichen Hoheit 


unterthaͤnigſt treu gehorſamſter 
G. Schreiber. 


int e d e. 


Als in Jahre 1794, nach dem Sturze der Schreckensregierung das franzoͤſiſche Direk— 
Wenn die Wiederbelebung des öffentlichen Unterrichtes als eines der dringendſten Beduͤrf— 
niſſe erkannte, ward unter dem Namen der Ecole normale ein Inſtitut gegründet, 
deſſen Zweck ſeyn ſollte, eine Maſſe von Lehrern fuͤr den Bedarf von ganz Frankreich 
zu bilden. An die Spitze der Anſtalt waren die ausgezeichnetſten Gelehrten berufen, 
über die man damals verfügen konnte, und die Zahl von fünßzehn hundert Schülern 
aus allen Departementen ausgewaͤhlt. ) 
Monge, insbeſondere mit der Organiſation der Schule beauftragt, trug hier zum 
erſtenmale oͤffentlich ſeine Geometrie descriptive vor. Das Programm über dieſen Kurs 


ſpricht Gegenſtand und Zweck deſſelben in folgenden Stellen aus. 


*) Die Ecole normale hat zu Profeſſoren, Lagrange, Laplace für die Mathematik, Monge 
für die geometrie descriptive, Hauy für die Phyſik, Berthollet für Chemie, Dauben- 
ton für Maturgeſchichte, Thouin für Agrikultur, Buache, Mantelle und Volney für 

Geographie und Geſchichte, Laharpe, Garat, Bernardin . de- Saint-Pierre, Sicart für 
Grammatik, Litteratur und Moral. Lacroix und Hachette waren Professeurs- adjoints für 


die Geometrie descriptive. 
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„um die franzoͤſiſche Nation aus der Abhängigkeit von der ausländiſchen Induſtrie, 
worin ſie ſich bisher befand, zu ziehen, muß man erſtlich die öffentliche Erziehung au die 
Kenntniſſe jener Gegenſtaͤnde leiten, welche Genauigkeit verlangen, was bisher gänzlich 
vernachlaͤßigt wurde, und man muß die Hände unſerer Kuͤnſtler an die Hendhabung von 
Werkzeugen aller Art gewoͤhnen, welche dazu dienen, Praͤziſion in die Arbeiten zu brin— 
gen, und die verſchiedenen Grade davon zu meſſen: alsdann werden die Konſumenten, 
fuͤr di Genauigkeit empfaͤnglich, dieſe in den' verſchiedenen Werken verlangen koͤnnen, 
und den noͤthigen Werth darauf legen; unſere Kuͤnſtler dagegen, von dem früheſten 
Alter an damit vertraut, werden fie zu erreichen im Stande feyn.« 
e muß zweytens die, fuͤr die Fortſchritte der Induſtrie unerlaͤßlichen Kenntniſſe 
einer großen Menge von Naturerſcheinungen gemeinnützig machen. Endlich muß Ban 
unter unſern Kuͤnſtlern, die Kenntniß der Verfahrungsarten jener Kuͤnſte und Maſchi— 
nen verbreiten, deren Zweck iſt, entweder die Handarbeit zu verringern, oder den Reſul⸗ 
taten der Arbeit mehr Gleichfoͤrmigkeit und Pünktlichkeit zu geben, und unter dieſer Be— 
ziehung muß man geſtehen, daß wir viel von den fremden Nationen zu lernen haben.“ | 
„Alle dieſe Abſichten laſſen ſich nicht anders erreichen, als indem man der oͤffentli— 
chen Erziehung eine neue Richtung giebt. Es geſchieht dieſes zuerſt, u man alle 
jungen Leute von Intelligenz ſowohl, als auch jene, welche ſchon ein Vermögen beſitzen, 
mit der Anwendung der darſtellenden Geometrie vertraut macht, damit ſie eines Tags 
im Stande find, von ihrem Kapital, ſowohl für ſich, als für den Staat, einen vortheil— 
hafteren Gebrauch zu machen, und damit auch jene, welche kein anderes Vermoͤgen be⸗ 
ſitzen als ihre Erziehung, einſtens ihren Arbeiten mehr 0 8 zu geben vermögen, Dieſe 
Kunſt hat zwey Hauptgegenſtaͤnde: 


* 


„Der erſte beſteht darin, auf Zeichnungsflaͤchen, die nur zwey Dimenſionen haben, 
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mit Genauigkeit alle Gegenſtaͤnde darzuſtellen, welche drey Dimenſionen haben, und wel: 
che einer ſtrengen e faͤhig find.“ 

f Munter dieſem . iſt ſte eine nothwendige Sprache fuͤr den Mann von 
Genie, welcher einen Entwurf erdenkt, für diejenigen, welche die Ausführung deſſelben lei⸗ 
ten, und endlich fuͤr die Kuͤnſtler ſelbſt, welche die verſchiedenen Theile davon verfertigen 
ſollen. / 

„Der zweyte Hauptgegenſtand der darſtellenden Geometrie iſt, aus der genauen Be— 
ſchreibung der Koͤrper alles dasjenige abzuleiten, was nothwendiger Weiſe aus ihren 
Formen und ihren gegenſeitigen Stellungen folgt. In dieſem Sinne iſt ſie ein Mittel 
die Wahrheit eee ſie bietet beſtaͤndige Beyſpiele des Ueberganges vom Bekannten 

zum Unbekannten dar, und weil ſie immer auf Gegenſtaͤnde angewendet wird, die der 
groͤßten Einleuchtendheit faͤhig ſind, ſo iſt es nothwendig, ſie in den Plan einer oͤffentli— 
chen Erziehung aufzunehmen. Sie iſt nicht nur geeignet die Verſtandesfaͤhigkeiten eines 
großen Volkes zu uͤben, und dadurch zur Vervollkommnung des menſchlichen Geſchlechtes 
beyzutragen, ſondern ſie iſt auch unerlaͤßlich fuͤr alle Arbeiter, deren Entzweck iſt, den 
Koͤrpern gewiſſe beſtimmte Formen zu geben; und beſonders aus dem Grunde, weil die 
Methoden dieſer Kunſt bis jetzt ſo wenig verbreitet, oder ſelbſt gaͤnzlich vernachlaͤßigt 
waren, geſchahen die Fortſchritte unſeres Gewerbfleißes fo langſam.“ 

„Man wird daher viel beytragen, der oͤffentlichen Erziehung eine vortheilhafte Rich— 
tung zu geben, wenn man unſere angehenden Kuͤnſtler mit den errungen der darſtel— 
lenden Geometrie auf die, den meiſten Kuͤnſten noͤthigen graphiſchen Konſtruktionen ver— 
traut macht, und wenn man dieſe Geometrie zur Verzeichnung und Beſtimmung der 
Elemente von Maſchinen gebraucht, mittelſt deren der Menſch, indem er die Kraͤfte der 
Natur benutzt, ſich bey ſeinen Verrichtungen, ſo zu ſagen, keine andere Arbeit vorbehaͤlt, 
als die ſeines Verſtandes.“ 
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Als vollkommenes Lehrgebaͤude unter dieſen ſo eben ausgeſprochenen Geſichtspunkten, 
iſt Monge der Schoͤpfer der darſtellenden Geometrie, obgleich einten ee 
derſelben laͤngſt im Leben und in Ausübung waren. 

Die Kunſt auf einem Zeichnungsblatte alle vollkommen erklaͤrbaren Koͤrper ſo dar— 
zuſtellen, daß davon alle Maaße dieſes Koͤrpers abgenommen werden koͤnnen, mußte 
ſchon mit der Entwicklung der Baukunſt gleichen Schritt gehen. Eine ſolche Darſtellung 
kann aber nur mittelſt der Projektionen geſchehen, und dieſe Zeichnungsmethode, die man 
auch die geometriſche nennt, bildet die Grundlage der darſtellenden Geometrie. 

Ueber den Zuſtand der geometriſchen Zeichnungskunſt im Alterthume, iſt uns Nichts 
bekannt. Die erſte Schrift aus dem Ende des mittleren Zeitabſchnittes, in welcher die 
Lehre von den Projektionen zwar nicht vorgetragen, ſondern als ein den Steinmetzen 
bekanntes Verfahren behandelt wird, iſt Albrecht Duͤrers bekannte 1525 erſchienene „Un— 
derweiſung der meſſung mit dem zirkel und richtſcheyt, in Linien ebenen und gantzen 
corporen , welches Buch auch die erſten gedruckten Vorſchriften der Perſpektive enthaͤlt. a 

Die Kunſt kuͤhne und zuſammengeſetzte Gewoͤlbe zu erbauen, ſtand damals auf ſehr 
hoher Stufe, und folglich gewiß auch die Kunſt des Meſſens und Aufreiſſens; 
beydes war jedoch unter eidlichem Siegel bewahrtes Zunftgeheimniß der Steinmetzen und 
gieng auch mit dieſer Zunft unter. | 

Die Franzoſen, welche uns in der Steinmetzenkunſt ſpaͤter überbothen, hatten hierin 
auch die erſten Schriftſteller ). Philibert de I’ Orme Almoſenier Heinrichs TI. von 
Frankreich beſchrieb in Nite Abhandlung über Architektur, die gegen das Ende des 16ten 
Jahrhunderts erſchien, einige Verfahrungsarten dieſer Kunſt. Im Jahre 1642 gab 


*) Man ſehe Theorie et pratique de la coupe de pierres et des bois par Frezier, 


Strasbourg 1737; discours preliminaire. 


Bier die. f V 


Maturin Jonsse in feinem Werke, secrets del’ architecture einige Riſſe heraus. Ihm folg— 
ten der Pater Bond und der Lyoner Baumeiſter Desargues in ausgedehnteren Abhand— 
lungen. Das Traité de la coupe des pierres par de la Rue, was 1728 erſchien, enthält 
eine große Anzahl ziemlich genauer Riſſe, von denen viele bey der Collection des epures 
a l'usage de recole polytechnique zu Grunde gelegt wurden. Alle dieſe Werke übri— 
gens beſchraͤnken ſich auf eine reine, von allen Beweiſen entbloͤste Praxis. 

8 Bey keinem findet man bemerkt, daß die Loͤſung eines jeden geometriſchen Proble— 
mes aus zwey ganz verſchiedenen Theilen beſtehe, aus einem rein theoretiſchen, welcher 
die Auffindung und Anwendung bekannter Vorderſaͤtze auf den vorliegenden Fall begreift, 
und aus einem zweyten praktiſchen, nemlich der Ausführung der noͤthigen Operationen, 
um das geſuchte Reſultat zu erhalten. 

Frezier, in feiner noch jetzt geſuchten Abhandlung über die Steinſchnitte und in ſei— 
nen &iements de stéréotomie verſuchte zuerſt dieſe Trennung des rein geometriſchen 
und rein techniſchen durchzuführen. Für die Vervollkommnung der Projektionsmethoden 
iſt jedoch auch hier nur Unbedeutendes geſchehen. 

Im Jahre 1748 war unter dem Miniſter d'Argenſon die Genieſchule zu Mezieres 
errichtet worden. Monge zu Beaune im Jahre 1746 geboren und durch einen gluͤcklichen 
Zufall fruͤhzeitig nach Mezieres gefuͤhrt, wurde an dieſe Anſtalt gezogen. Die Aufgabe 
des Defilements, einer Operation, deren Zweck iſt, den Umriß und die Hoͤhen der Fe— 
ſtungswerke, bey geringft = möglichften Koſten, fo zu verbinden, daß die Vertheidiger das 
durch gegen die geraden Schuͤſſe des Angreifers gedeckt werden, dieſe Aufgabe, deren 
Loͤſung einen großen Theil der darſtellenden Geometrie umfaßt, und welche von den 
Offizieren und Profeſſoren der Schule zu Mezieres mit großem Eifer betrieben wurde, 
ſcheint Monge insbeſondere auf die abſtrakte Betrachtung des Raumes nach drey Ab— 


meſſungen geführt, und feiner Geometrie descriptive das Daſeyn gegeben zu haben, 
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Jedoch erſt an dem Eroͤffnungskurſe der Nomalſchule im Jahre 1795, einer Epoche, wo 
Monge durch feine mannigfachen analytiſch -geometriſchen Unterſuchungen ſich bereits 
einen hohen wiſſenſchaftlichen Ruf gegruͤndet hatte, war es ihm vergoͤnnt, alle Schleyer 
von ſeinem Lehrgebaͤude zu heben. | | 

Die feit dem fo bekannt gewordene Geometrie desctiptive Monge's enthält die 
von Stenographen nachgeſchriebenen Vorleſungen an der Normalfchule, die von dem Ber: 
faſſer durchgeſehen, zuerſt in den Scances des écoles normales bekannt gemacht, und hier: 
aus unveraͤndert in mehreren Auflagen wieder abgedruckt wurden. 

Nach dem urſpruͤnglichen Zwecke der Normalſchule beſchraͤnkte ſich Monge, in 
ſeine Vortraͤge nur einfache, elementare Gegenſtaͤnde aufzunehmen. Im Laufe der 
Ereigniſſe nach Italien abgerufen, und ſpaͤter an die Spitze des Inſtituts von Egypten 
geſtellt, hatte Monge den Unterricht der Geometrie descriptive in die Hände des Pro— 
feſſors Hachette übergeben. Unter dieſem würdigen Nachfolger und durch den Eifer der 
Schuͤler erhielt die Wiſſenſchaft bald eine weitere Entwicklung. Die Normalſchule 
hatte inzwiſchen ihren Namen mit dem der polytechniſchen vertauſcht, und nun die Be— 
ſtimmung erhalten, Männer für den offentlichen Dienſt zu bilden, nemlich für alle 
Zweige des Ingenieurweſens und der Artillerie. Da der Unterricht deshalb nothwendig 
ſich über die elementaren Graͤnzen erheben mußte, ſo wurde nach einem Beſchluſſe des 
Inſtruktionsrathes der polytechniſchen Schule, um die entſtandene Luͤcke auszufuͤllen, im 
Jahre 1811 einer neuen Auflage der Geometrie descriptive ein Supplement von 
Hachette beygefügt, das jene Entwicklungen und Erweiterungen enthält, Monge ſelbſt 
hat ſeit 1795 uber dieſen Gegenſtand nichts mehr geſchrieben. 

Die Geometrie descriptive Monge's, und Hachette's erſtes Supplement dazu ha: 
ben mir bey der Bearbeitung des erſten Theiles des vorliegenden Werkes zur Grundlage 


gedient. Daß bey Einflechtung eines ſo mannigfaltigen Stoffes, von der Einheit und 
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der wunderbaren Rundung jenes unuͤbertrefflichen Werkes viel verloren gehen mußte, 
ſpringt wohl von ſelbſt in die Augen. Ich habe mich beſtrebt, dieſen nothwendigen Ver— 
luſt ſo gering als moͤglich zu machen, indem ich mich von dem Gange und der Einthei— 
lung meines Originales ſo wenig entfernte als mir thunlich war. Vor allem glaubte ich 
bey dem Stande des Unterrichtes in Deutſchland, nicht auf jene von Hachette vorgeſchla— 
gene Trennung eingehen zu dürfen, welcher, Geometrie von dreh Dimenfionen 
das Ganze aller auf den Raum und ſeine Formen bezuͤglichen Lehrſaͤtze nennen will, 
und darſtellende Geometrie, die Wiſſenſchaft, welche den Gebrauch von Zirkel und 
Lineal zur Loͤſung der Aufgaben der Geometrie von drey Dimenſionen, lehrt. Die dar— 
ſtellende Geometrie wuͤrde durch eine ſolche Behandlung faſt auf eine nackte und trockene 
Projektionslehre heruntergebracht, woran wir in der That keinen Mangel leiden. 

Einer meiner Arbeit entgegenſtrebenden, wirklich großen Schwierigkeit, muß ich hier 
erwaͤhnen, es iſt die uͤberall, beſonders auch im Deutſchen, ſo große Unvollkommenheit der 
geometrifchen Sprachweiſe. Die neueren Theorien über die Geometrie von drey Dimen— 
ſionen ſind großentheils franzoͤſiſchen Urſprunges, und die meiſten unſerer großen Geome— 
ter, wie Euler, haben ihre Mutterſprache einer wiſſenſchaftlichen Schaͤrfe und Klarheit 
nicht faͤhig gehalten. Ob die von mir gebrauchten, noch nicht gangbaren Benennungen den 
Vorzug vor anderen verſuchten verdienen, muß der Erfolg mich belehren. Ich habe es 
jedoch ſtets fuͤr gut gehalten, einem jedem Dinge einen Namen zu geben, und wenn kei⸗ 
ner vorhanden war, einen zu machen. 

Nur ein einziger Fall ſoll hier angefuͤhrt werden. Manche krumme Flächen beſtehen 
aus mehreren deutlich unterſchiedenen Theilen, deren Form und Anzahl durch die Erzeu— 
gungsart der Flaͤche bedingt iſt Einen ſolchen Theil, welcher ſich ſehr gut mit einem 
Aſte einer Kurve vergleichen laͤßt, nennen die Franzoſen nappe de surface, ein Ausdruck, 


der ſich wirklich durchaus nicht nachbilden laßt, Es iſt nun wahrhaft merkwuͤrdig anzuſe— 
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hen, wie muͤhſam einige deutſche Geometer und Analytiker ſich dehnen und winden, um 
dieſer ganzen Eintheilung der Flächen in abgeſonderte Theile auszuweichen, oder in einzel 
1 nicht zu umgehenden Fallen nothduͤrftig paſſende Umſchreibungen aufzufinden. Für 
nappe de surface habe ich die Benennung Flaͤchennetz gebraucht, wogegen ich aber jeden 
paſſendern oder bezeichnendern Ausdruck anzunehmen mich gern beſcheide. Bey dieſer Ge: 
legenheit glaube ich mit dem berühmten Verfaſſer der Developpemens de Geometrie 
ſagen zu muͤſſen: es waͤre ſehr zu wuͤnſchen, daß diejenigen, welche die wahre Geometrie 
kultiviren, den Muth haͤtten, das Bepfpiel der neueren Chemiker nachzuahmen, und ihre 
Sprachweiſe umzuſchaffen; denn es iſt wohl zu verwundern, daß die Benennungen einer 
Wiſſenſchaft, wo alles Uebereinſtimmung und Puͤnktlichkeit iſt, ſo unzuſammenhaͤngend und 
oft ſo wenig praͤzis ſind. 


Karlsruhe, im April 1828. 


G. Schreiber. 


W 
. der 
nach Monge uͤber reine darſtellende Geometrie erſchienenen, und bey Bearbeitung 
dieſes erſten Theiles benuͤtzten Werke. 


Essais de géométrie sur les plans et les surfaces courbes, par S. F. Lacroix. in 8. Die erſte Auflage 
kam ſchon im Jahre 1795 heraus. Das Buch bildet eigentlich den vierten Theil von Lacroix vollſtändigem 
mathematiſchen Kurſe. 

Traite de géométrie descriptive par Potier in 8. mit 2 Kupfertafeln. Das Werkchen erſchien zuerſt in Pe⸗ 
tersburg, und ward 1817 in Paris wiederum abgedruckt, es zeichnet ſich durch ſeine vielleicht zu große, übrigens 
mit aller Schärfe des Raiſonnements verbundene Gedrängtheit von allen ähnlichen auffallend aus. 

Second Supplement à la géomé trie descriptive par Hachette in 4. Paris 1818, Der Gegenſtand dieſes 
zweyten Supplementes iſt insbeſondere die graphiſche Konſtruktion der Normalen, der oskulirenden Ebenen und 
der Krümmungshalbmeſſer der doppelt gekrümmten Kurven. Demſelben beygefügt iſt eine Ueberſetzung von 
John Leslie's geometrical analysis, eine als Vorübung für die darſtellende Geometrie ſehr nützliche Samm— 
lung von Problemen der ebenen Geometrie. 6 

Traite de la geometrie descriptive par L. L. Vallèe. 1 vol. in 4. mit einem Atlas von 60 Planen. Paris 1819, 

Traité de geometrie descriptive, comprennant les applications de cette géométrie aux ombres, à la 
perspective et à la stéréotomie avec 72 Planches, par Hachette. Paris 182°, Die reine Geometrie die⸗ 
ſes Werkes iſt eine vergrößerte Umarbeitung des erſten Supplementes zu Monge. 

Das Verdienſt der erſten deutſchen Bearbeitung der geometrie descriptive hat ſich Creizenach erworben, durch 
feine Anfangsgründe der darſtellenden Geometrie, die 1821 in Mainz herauskamen. 

Seitdem ſind unter dem Titel von Konſtruktionslehren, entwerfender Geometrie u. ſ. w. nur Bearbeitungen erſchienen, 
die ſich auf Elementargegenſtände beſchränken. 5 

Unter den nicht reine darſtellende Geometrie enthaltenden Abhandlungen find beſonders zu bemerken. 

Correspondance sur l’ecole polytechnique par Hachette 5 Bde in 8. Man findet in dieſen Heften, eine 
Sammlung intereſſanter Aufgaben, über darſtellende Geometrie, Optik Aftronomie, u. ſ. w. 

Das Journal de l’ecole polytechnique enthält gleichfalls eine Reihe ähnlicher Aufſätze. 

Developpements de g&ometrie, pour faire suite à la geometrie descriptive et a la geometrie aualy- 
tique de M. Monge, par Ch, Dupin, 1 Vol, in 4. Eine vollftändige Theorie der Krümmung der Flächen 
und Linien. 

Applications de geometrie et de mecanique A la marine, aux ponts et chaussèes etc. pour faire suite 
aux developpements de géométrie par Ch. Dupin, in 4. Paris 1822, 


Traité des proprietes projectives des figures par J. V. Poncelet in 4. Paris 1822. Ein nicht nur, wie 
der Titel beſagt nützliches, ſondern faſt unentbehrliches Buch für alle jene, welche die darſtellende Geometrie weis 
ter kultiviren wollen. 

Es enthält eine Menge der anwendungsreichſten und merkwürdigſten Sätze über die Eigenſchaften der Figuren und 

insbeſondere eine vollſtändige rein geometriſche Theorieder Kurven und krummen Flächen der zweyten 
Ordnung / auf die Lehre der Projektionen und die Geſetze der geometriſchen Stetigkeit gegründet. 
Geometrie et Meachanique des arts et metiers par Ch. Dupin, 3 Vol, in 8. Paris 1823. 
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Erklaͤrungen und Grundbegriffe. 


1. Die darſtellende Geometrie beſteht aus zwey Haupttheilen: einmal lehrt ſie, wie 
auf einem Zeichnungsblatt, das nur zwey Dimenſionen hat, nemlich Laͤnge und Breite, 
alle natuͤrlichen Koͤrper vorgeſtellt werden koͤnnen, welche drey Dimenſionen haben: Länge, 
Breite und Hoͤhe; vorausgeſetzt, daß dieſe Koͤrper ſtreng beſtimmt werden koͤnnen. 

Zweitens zeigt fie, wie nach einer genauen Beſchreibung, die Formen der Körper 
erkannt werden koͤnnen, und wie daraus alle Wahrheiten abzuleiten ſeyen, die aus der 
Geſtalt und der gegenſeitigen Stellung jener Koͤrper entſpringen. 

Wir werden nach einander die, zum Theil auf dem Wege langer Erfahrung gefun⸗ 
denen Methoden entwickeln, um dieſe doppelte Aufgabe zu loͤſen. 

2. Da die Oberflaͤchen aller Naturkoͤrper, als aus Punkten zuſammengeſetzt, be⸗ 
trachtet werden koͤnnen, fo iſt das erſte Erfoderniß, bey Erörterung dieſes Gegenſtandes, 
die Art anzugeben, wie man die Stellung eines Punktes im Raume ausdruͤckt. 

Der Raum iſt unbegraͤnzt, alle feine Theile find vollkommen ahnlich, fie habem 
nichts, was fie charakteriſire, und keiner derſelben kann als Vergleichungsgusdruck dienen, 
um die Stellung eines andern Punktes zu bezeichnen, 
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Man muß demnach nothwendiger Weiß, um die Stellung eines Punktes im Rau⸗ 

me zu beſtimmen, dieſe Stellung auf einige andere Gegenſtaͤnde beziehen, die von den, 
ſie einſchließenden Theilen des Raumes ausgezeichnet, und die ſelbſt, ihrer Stellung nach 
ſowohl demjenigen bekannt ſind, welche erklaͤrt, als auch dem, welcher die Erklaͤrung ver— 
ſtehen will, damit aber auch die Verfahrungsart eine leichte und taͤgliche Anwendbarkeit 
erlangen koͤnne, ſo muͤſſen dieſe Gegenſtaͤnde ſo einfach ſeyn als moͤglich, und ihre Stel; 
lung, die am leichteſten denkbare. 
3. unter allen einfachen Gegenftänden, wollen wir diejenigen aufſuchen, welche die 
meiſte Bequemlichkeit zur Beſtimmung der Stellung eines Punktes darbieten, und weil 
die Geometrie nichts Einfacheres aufweiſ't, als den Punkt, ſo wollen wir unterſuchen, 
in welche Art von Betrachtungen man gezogen wuͤrde, wenn man, um die Stellung eines 
Punktes zu beſtimmen, denſelben auf eine gewiſſe Anzahl anderer Punkte bezoͤge, deren 
Stellung bekannt waͤre, und damit dieſe Auseinanderſetzuug mehr Klarheit erhalte, wollen 
wir dieſe bekannten Punkte mit den aufeinander folgenden Buchſtaben A, B, C, x. be: 
zeichnen. 

Nehmen wir zuerſt an, es laͤge in der Definition der Stellung des Punktes, daß 
er einen Fuß von dem bekannten Punkt A entfernt ſey. N > 

Jedermann weiß, daß das Eigenthuͤmliche der Kugelflaͤche darin beſteht, daß alle 
ihre Punkte gleichweit vom Mittelpunkte abliegen. Demnach giebt dieſer Theil der Defi— 
nition an, daß der zu beſtimmende Punkt die nemliche Eigenthuͤmlichkeit habe, wie die 
ſaͤmmtlichen Punkte einer Kugelflaͤche, deren Mittelpunkt in A iſt, und deren Halbmeſ— 
ſer einen Fuß betraͤgt. Aber die Punkte der Kugelflaͤche ſind die einzigen im ganzen 
Raume, die dieſe Eigenthuͤmlichkeit haben, denn alle jene Punkte des Raumes, welche, 
in Bezug auf den Mittelpunkt, außerhalb dieſer Flaͤche liegen, ſind weiter als einen Fuß 
von dem Mittelpunkte entfernt, und alle jene, welche ſich zwiſchen dem Mittelpunkte und 
der Flaͤche befinden, ſind im Gegentheile, weniger als einen Fuß von dieſem Mittelpunkt 
entfernt, daher beſitzen nicht nur ſaͤmmtliche Punkte der Kugelflaͤche die in der Propoſi⸗ 
tion angegebenen Eigenheiten, ſondern fie ſind auch die einzigen, welche dieſelben beſitzen, 
daher endlich druckt dieſe Propoſition aus, daß der geſuchte Punkt einer von denen einer 
Kugelflaͤche ſey, deren Mittelpunkt in A liegt und deren Halbmeſſer einen Fuß beträgt, 
Dadurch iſt der Punkt wirklich von einer unendlichen Menge anderer, im Raume gele⸗ 
gener Punkte unterſchieden, aber er iſt noch mit allen Punkten der Kugelflaͤche ver— 
mengt, und es ſind neue Bedingungen noͤthig, um ihn unter denſelben zu erkennen. 

Nehmen wir ſofort an, daß nach der Oeſinition der Stellung des Punktes, derſelbe 
zwey Fuß von einem zweyten bekannten Punkte B entfernt ſeyn ſoll: ſo iſt einleuch— 
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tend, daß, indem man bey dieſer zweyten Bedingung „ wie bey der Erſten urtheilt, der 
Punkt auch einer von denen einer zweyten Kugelflaͤche ſeyn muß, deren Mittelpunkt in 
B ift, und deren Halbmeſſer zwey Fuß betraͤgt. Dieſer Punkt, da er ſich zu gleicher Zeit 
auf der erſten Kugelflaͤche und auf der Zweyten befinden muß, kann nur noch mit jenen 
verwechſelt werden, welche beyden Flaͤchen gemein ſind, und die in ihrem gemeinſchaftli— 
chen Durchſchnitt liegen. Nun aber, wie wenig man auch mit geometriſchen Betrachtungen 
vertraut ſeyn mag, iſt bekannt, daß der Durchſchnitt zweyer Kugelflaͤchen der Umfang 
eines Kreiſes iſt, deſſen Mittelpunkt in der Geraden liegt, die die Mittelpunkte der zwey 
Kugeln verbindet, und deſſen Ebene ſenkrecht auf dieſelbe Gerade iſt. Der geſuchte Punkt 
iſt daher, vermoͤge der zwey vereinigten Bedingungen, wirklich von allen denen unterſchie— 
den, welche auf den Oberflaͤchen der zwey Kugeln liegen, und er kann nur noch mit je— 
nen des Umkreiſes vermengt werden, welche ſaͤmmtlich die beyden ausgeſprochenen Be— 
dingungen beſitzen, und zwar ſie allein beſitzen. Es bedarf daher noch einer dritten Ber 
dingung, um denſelben auszuzeichnen. 

Nehmen wir endlich an, daß der Punkt ſich drey Fuß von einem dritten bekannten 
Punkte C entfernt befinden ſoll. Dieſe dritte Bedingung verſetzt denſelben unter ſaͤmmt— 
liche Punkte einer dritten Kugelfläche, deren Mittelpunkt in C iſt, und deren Halbmeſſer 
drey Fuß betraͤgt; und da wir geſehen haben, daß der Punkt im Umfange eines Kreiſes 
von bekannter Stellung liegen muß, fo muß derſelbe, um zu gleicher Zeit allen drey Ber 
dingungen zu genügen, einer der Punkte ſeyn, die ſowohl der dritten Kugel, als dem 
Umfange des Kreiſes gemein ſind; aber es iſt bekannt, daß der Umfang eines Kreiſes 
und eine Kugel ſich nur in zwey Punkten ſchneiden koͤnnen; daher findet ſich der Punkt, 
vermöge der drey Bedingungen, von allen im Raume unterſchieden, und er kann nur 
noch einer der zwey beſtimmten Punkte ſeyn; ſo daß, wenn außerdem noch angegeben 
wird, auf welcher Seite, in Bezug auf die Ebene, welche durch die drey Mittelpunkte 
geht, der Punkt liegt, derſelbe abſolut beſtimmt iſt, und mit keinem andern e ver⸗ 
wechſelt werden kann. 

Man ſieht wohl, daß wenn man, um die Stellung eines Punktes im Raume zu 
beſtimmen, deſſen Entfernungen von andern bekannten Punkten anwendet, Betrachtungen 
entſtehen, die nicht einfach genug find, um als Grundlage einer Verfaͤhrungsart, zum taͤg— 
lichen Gebrauche, zu dienen. 

4. Wir wollen nun unterſuchen, in welche Betrachtungen man gefuͤhrt wuͤrde, wenn 
man, anſtatt die Stellung eines Punkts auf drey andere bekannte Punkte zu beziehen, 
denſelben auf gerade Linie von bekannter Stellung bezoͤge. 

Wir bemerken zuvor, daß eine gerade Linie niemals als begrenzt zu betrachten ſey, 
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und daß dieſelbe ſtets nach einer und der andern Seite unbeſtimmt verlaͤngert werden 
koͤnne. 0 

Zur Vereinfachung, wollen wir die Geraden, welche wir anwenden werden müſſen, 
nacheinander mit A, B, C, ꝛc. bezeichnen. 

Wenn aus der Definition der Stellung des Punktes hervorgeht, daß derſelbe, zum 
Beyſpiel einen Fuß von der erſten bekannten Geraden A entfernt iſt, fo druͤckt man da— 
mit aus, daß derſelbe einer von denen einer Cylinderflaͤche von kreisfoͤrmiger Grundlinie 
ſey, deren Axe die Gerade A, und deren Halbmeſſer ein Fuß iſt, und welche, nach den 
beyden Richtungen ihrer Laͤnge unbeſtimmt verlaͤngert iſt; denn alle Punkte dieſer Flaͤche 
beſitzen die in der Definition ausgedruͤckte Eigenthuͤmlichkeit, und ſind die Einzigen, welche 
dieſelbe beſitzen. Der Punkt iſt dadurch von allen Punkten des Raumes unterſchieden, 
welche außerhalb der Cylinderflaͤche liegen, er iſt ebenfalls von allen jenen unterſchieden, 
welche im Innern des Cylinders liegen, und er kann nur noch mit denen der Cylinder— 
fläche ſelbſt verwechſelt werden, unter welchen man ihn nur mittelſt neuer Bedingungen 
auszeichnen kann. e 

Nehmen wir daher weiter an, der geſuchte Punkt ſolle zwey Fuß r von einer zweyten 
geraden Linie B entfernt ſeyn, ſo iſt eben ſo erſichtlich, daß derſelbe dadurch auf eine 
zweyte Cylinderflaͤche von kreisfoͤrmiger Grundlinie verſetzt wird, deren Axe die gerade 
Linie B iſt und deren Halbmeſſer zwey Fuß ſind; aber mit deren ſaͤmmtlichen Punkten 
derſelbe vermengt iſt, wenn man nur die zweyte Bedingung fuͤr ſich allein betrachtet. 
Vereinigt man die zwey Bedingungen, ſo muß der Punkt ſich ſowohl auf der erſten, 
als auf der zweyten Cylinderflaͤche befinden, und er kann nur einer der Punkte ſeyn, wel: 
che beyde Flaͤchen gemein haben, das heißt, einer ihrer beyderſeitigen Durchſchnittslinie. 
Dieſe Linie, auf welche der Punkt ſich befinden muß, theilt ſowohl die Kruͤmmung der 
erſten Cylinderflaͤche als die Krümmung der zweyten, und iſt, im Allgemeinen, von dem 
Geſchlechte derjenigen, welche man krumme Linien von doppelter Krümmung 
nennt. 5 

Um den Punkt von allen Uebrigen dieſer Linie zu unterſcheiden, bedarf es einer 
dritten Bedingung. 

Nehmen wir endlich an, die Definition druͤcke noch weiter aus, daß der fragliche 
Punkt drey Fuß von einer dritten geraden Linie C abliege, 5 

Aus dieſer neuen Bedingung ergiebt ſich, daß der Punkt einer von denen, einer 
dritten Cylinderflaͤche von kreisfoͤrmiger Grundlinie ſey, deren Axe die Gerade C iſt, und 
welche drey Fuß Halbmeſſer hat: nimmt man daher alle drey Bedingungen zuſammen, 
ſo kann der Punkt nur noch einer von denen ſeyn, welche ſowohl der dritten Cylinderflaͤche, 
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als auch der, aus dem Durchſchnitt der beyden Erſten entſtandenen krummen Linie von 
doppelter Kruͤmmung gemein ſind; nun aber kann dieſe krumme Linie von der dritten 
Cylinderflaͤche im Allgemeinen in acht Punkten geſchnitten werden.“) Daher bringen die 
drey vereinigten Bedingungen den geſuchten Punkt darauf zuruͤck, daß er einer von den 
acht beſtimmten Punkten iſt, unter welchen man ihn nur mittelſt einiger beſonderer Be— 
dingungen auszeichnen kann, die von der Art ſind, wovon wir bey dem Falle der Punkte 
ein Beyſpiel gegeben haben. 

Man ſieht wohl, daß die Betrachtungen, welche ſich ergeben, um die Stellung 
eines Punktes im Raume, durch die Kenntniß ſeiner Entfernung von drey gegebenen 
Geraden, zu beſtimmen, noch weit weniger einfach ſind als die, zu welchem ſeine Ent— 
fernungen von drey Punkten veranlaſſen, und daß ſie, auf dieſe Weiſe noch weniger zur 
Grundlage einer oft anzuwendenden Methode dienen koͤnne. 

5. Unter allen einfachen Gegenſtaͤnden, welche die Geometrie betrachtet, ſind haupt— 
ſaͤchlich zu bemerken, tens der Punkt, welcher keine Dimenſion hat, 2tens die gerade 
Linie, die nur einen hat, Ztens die Ebene, die deren zwey hat. Unterſuchen wir, ob es 
nicht einfacher ſey, die Stellung eines Punkts durch die Kenntniß ſeiner Entfernung von 
bekannten Ebenen zu beſtimmen, als hiezu ſeine Entfernungen von Punkten oder gera— 
den Linien anzuwenden. 


*) Um eine deutliche Vorſtellung zu erhalten, wie dieſes ſtatt haben könnte, betrachten wir zu— 
erſt nur zwey der genannten Cylinderflächen, und nehmen wir an, die Eine habe einen merklich 
kleineren Durchmeſſer als die Andere, und fie durchdrängen fi dergeſtalt, daß die Axen ſich 
begegnen, und unter ſich einen Winkel bilden, der bedeutend kleiner als ein rechter ſey. Es iſt 
ſodann einleuchtend, daß die Cylinderfläche von dem kleineren Durchmeſſer die Andere gänzlich 
durchſchneide, fo daß fie auf der vordern Seite dieſes Letzteren und auf ihrer hinteren Seite 
zwey abgeſonderte ähnliche und ſehr länglichte Schnitte mache. Sofort nehmen wir an, die 
dritte Cylinderfläche habe einen Durchmeſſer, der ungefähr die Mitte zwiſchen den beyden an— 
dern hielte, ſie durchdränge die Fläche vom größeren Durchmeſſer ſo, daß abermals die Axen 
ſich begegneten aber unter einem vom rechten wenig abweichenden Winkel, und ſte träfe die 
zwey in dieſer Fläche gemachten Schnitte ungefaͤhr in ihren Mitten. Es iſt einleuchtend, daß 
die Schnitte, die ſie auf den beyden Seiten des großen Cylinders hervorbringen werde, breiter 
ſeyn müſſen. und nicht fo lang, als die, durch den kleinen Cylinder gebildeten, und daß daher 
jeder von dieſen neuen Schnitten die älteren in vier Punkten treffen werden. Sonach giebt es 
vier, den drey Cylindern gemeinſchaftliche Punkte auf der äußeren Seite desjenigen, welche den 
größten Durchmeſſer hat, und roch einmal vier auf feiner hintern Seite, alfe achte. 

In gewiſſen beſondern Fällen kann dieſe Anzahl kleiner ſeyn, fie kann ſich auf b auf 4 auf 2 
und ſelbſt auf null reduziren, je nach der Stellung und dem Durchmeſſer der Flächen. (Siehe 
IVtes Buch. II tes Kap. Aufgb. IV.) b 
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Nehmen wir in dieſer Abſicht an, es wären im Raume nicht parallele und, ihrer 
Stellung nach bekannte Ebenen vorhanden, welche wir nacheinander mit den Buchſtaben 
A, B, C, D, x. bezeichnen wollen. 

Wenn der Punkt, nach der Erklaͤrung feiner Stellung, einen Fuß zum Beyſpiel, 
von der erſten Ebene A entfernt ſeyn ſoll, ohne daß ausgedruͤckt wäre, auf welcher Seite, 
in Bezug auf dieſe Ebene er liege; ſo ergiebt ſich hieraus, daß er einer von den Punk— 
ten zweyer Ebenen ſey, die, parallel zu der Ebene A, Eine dieſſeits, die Andere jenſeits 
dieſer Ebene gelegen ſind und jede von ihnen in die Entfernung eines Fußes; denn alle 
Punkte dieſer beyden parallelen Ebenen, leiſten der ausgedrückten Bedingung Genüge und 
ſind, von allen im Raum, die Einzigen, die dieſes thun. 

Um daher unter allen Punkten dieſer zwey Ebenen, denjenigen anagnyeldinen; deſſen 
Stellung man erklaͤren will, muß man abermals zu weiteren Bedingungen ſeine Zuflucht 
nehmen. I \ 

Setzen wir alſo zweytens feſt: der fragliche Punkt ſolle zwey Fuß weit von ei 
ner zweyten Ebene B gelegen ſeyn; fo verſetzt man denſelben dadurch auf zwey, der Ebene 
B parallele Ebenen, beyde zwey Fuß von dieſer Ebene entfernt, die Eine auf dieſer Seite, 
die Andere auf der Andern. Es folgt daraus, daß, um beyden Bedingungen zu gleicher 
Zeit zu genuͤgen, der Punkt in einer von den, zu der Ebene A parallelen Ebenen liegen 
muß, und in Einer der beyden, die der Ebene B parallel ſind, und daß er folglich einer 
der Punkte des gemeinſamen Durchſchnitts dieſer vier Ebenen ſey. Nun aber beſteht 
der gemeinſchaftliche Durchſchnitt von vier, je zwey und zwey parallelen Ebenen, von 
bekannter Stellung, aus der Vereinigung von vier ebenfalls der Stellung nach bekann— 
ten geraden Linien. Daher iſt der Punkt, in dem man beyde Bedingungen zu gleicher Zeit 
betrachtet, weder mit den übrigen allen im Raume, noch ſelbſt mit jenen der vier Ebe— 
nen vermiſcht, ſondern nur noch mit denen der vier geraden Linien. Soll endlich der 
Punkt noch in einer Entfernung von drey Fuß, von der dritten Ebene C liegen, ſo 
druͤckt man dadurch aus, daß er einer von denen zweyer anderer Ebenen ſeyn muͤſſe, die, 
parallel zu der Ebene C und auf ihren beyden Seiten, in einer Entfernung von drey 
Fuß gelegen ſind. Demnach muß er, vermöge der drey Bedingungen, ſowohl in einer 
der zwey letzten Ebenen befindlich ſeyn, als auch in Einer von den vier geraden Linien, 
den Durchſchnitten der vier erſten Ebenen; er kann daher nur einer der Punkte ſeyn, 
die ſowohl Einer der zwey Ebenen, als Einer der vier Geraden gemeinſchaftlich ſind. 
Da nun aber jede der zwey Ebenen einen Punkt mit jeder der vier geraden Linien ge— 
mein hat, ſo giebt es acht Punkte im Raume, die gleichzeitig den drey Bedingungen ge: 
nügen; daher kann der fragliche Punkt, vermoͤge der drey Bedingungen, kein Anderer 
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ſeyn als Einer von den acht Beſtimmten, unter welchen man ihn nicht anders, als mit: 
telſt einiger beſonderen Bedingungen auszeichnen kann. 

Wenn man zum Beyſpiel, bey der Angabe des Abſtandes von der erster Ebene 
A, zugleich ausdruͤckt, auf welche Seite, in Bezug auf dieſe Ebene, der Abſtand genom— 
men werden müffe, fo bleiben, ſtatt zwey, zu der Ebene A parallelen Ebenen, nur Eine 
zu betrachten, jene nemlich, welche, in Bezug auf dieſelbe Ebene, auf der nemlichen Seite 
liegt, auf welcher die Entfernung gemeſſen werden ſoll. Wenn man eben ſo angiebt, auf 
welcher Seite, in Betreff der zweyten Ebene, die Entfernung genommen werden foll, fo 
ſchließt man die Betrachtung Einer der zwey Ebenen aus, die zu der Zweyten parallel 
ſind, und es giebt nicht mehr als eine Ebene, deren Punkte der zweyten Bedingung ent— 
ſpraͤchen. Vereinigt man dieſe Bedingungen, ſo kann der Punkt nicht mehr in den vier ge— 
raden Durchſchnittslinien der vier, je zwey und zwey parallelen Ebenen liegen, ſondern nur 
in dem Durchſchnitte zweyer Ebenen; das heißt in einer, der Stellung nach bekannten gera— 
den Linie. Giebt man endlich noch an, auf welcher Seite der Punkt gelegen ſeyn muß, in 
Bezug auf die dritte Ebene, ſo bleibt von den zwey, zu der dritten parallelen Ebenen, 
nur eine, deren ſaͤmmtliche Punkte die letzte Bedingung erfuͤllen; und um zu gleicher Zeit 
allen Bedingungen Genüge zu thun, muß der Punkt ſich in dem Durchnitt dieſer drit— 
ten Ebene mit der einzigen Geraden, der Durchſchnittslinie der zwey Erſten befinden; 
Er kann daher mit keinem Andern im Raume mehr verwechſelt werden, und er iſt folg⸗ 
lich durchaus beſtimmt. 

6. Es iſt ſonach einleuchtend, daß die Ebene, obwohl ſie in Ruͤckſicht ihrer Ab— 
meſſungen, kein ſo einfacher Gegenſtand iſt, als die gerade Linie, die nur eine Abmeſſung 
bat, und als der Punkt, der gar keine hat, dennoch mehr Bequemlichkeit zur Beſtim⸗ 
mung eines Punkts im Raume darbiethe als der Punkt und die gerade Linie. Dieſes 
Verfahren gebraucht man auch gemeinlich bei Anwendung der Algebra auf die Geome— 
trie, wo man, um die Stellung eines Punktes zu finden, gewoͤhnlich deſſen Entfernun⸗ 
gen von drey Ebenen von bekannter Stellung ſucht. 

Aber in der darſtellenden Geometrie, welche ſchon ſeit viel längerer Zeit, von weit 
mehr Menſchen in Anwendung gebracht wurde, und von Menſchen, deren Zeit koſtbar 
war, haben ſich die Verfahrungsarten noch mehr vereinfacht, und, ſtatt der Betrachtung 
von drey Ebenen iſt man, mittelſt der ‚Projettionen dahin gelangt, unumgänglich nicht 
mehr als zwey noͤthig zu haben. 

Methode der Projektionen. N 

7. Man nennt Projektion eines Punktes auf eine Ebene, den Fuß der 

Geraden, welche von dem he ſenkrecht auf die Ebene gefällt iſt. 
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Dieſes angenommen, wenn man zwey Ebenen hat, von bekannter Stellung im 
Raume, und wenn man auf jeder von dieſen Ebenen die Projektion des Punktes 
giebt, deſſen Stellung man erklaͤren will, ſo iſt dieſer Punkt vollkommen beſtimmt. 
In der That, wenn man ſich durch die Projektion auf der erſten Ebene, eine Senkrech— 

te auf dieſe Ebene denkt, ſo iſt einleuchtend, daß dieſelbe durch den zu beſtimmenden Punkt 
gehen werde; eben ſo, wenn man ſich durch ſeine Projektion auf der zweyten Ebene, eine 
Senkrechte auf dieſe Ebene denkt, ſo muß dieſe gleichfalls durch jenen Punkt gehen. Die— 
ſer Punkt liegt demnach zu gleicher Zeit in zwey geraden Linien, von bekannter Stellung 
im Raume, er kann daher kein anderer ſeyn, als der einzige Punkt ihres Durchſchnitts, 
und er iſt ſonach vollkommen beſtimmt. 

8. Wir nennen die Ebenen, auf welche man die Punkte des Raumes projektirt, 
Projektionsebenen, den Senkrechten, mittelſt welcher jene Punkte auf die Ebenen 
projektirt werden, geben wir die Benennung projektirende Linien. 

9. Taf, I Fig. 1. Es ſey ABCDE, .. eine auf beliebige Art im Raume gele⸗ 
gene Linie; wenn man aus jedem Punkte dieſer Linie eine Senkrechte auf eine Ebene MN 
P Q fallt, fo bilden die Fußpunkte 4. 5, c, d, e,. ., der Senkrechten auf dieſer Ebene, 
eine neue Linie abcde, welche man die Projektion der Linie A B C D E auf der 
Ebene MN P G nennt. 

10. Taf. I. Fig. 2. Iſt die gegebene Linie eine Gerade A B, fo liegen die Senf 
rechten, welche aus ihren ſaͤmmtlichen Punkten auf die Projektionsebene M N P Q gefällt 
ſind, in der Ebene, welcher durch die A B ſenkrecht auf die Projektionsebene gefuͤhrt iſt, die 
Fußpunkte jener Senktechten fallen daher in den gemeinſchaftlichen Durchſchnitt dieſer beyden 
Ebenen, welcher wie bekannt eine gerade Linie bildet ; die Projektion einer Geraden iſt. 
folglich ebenfalls eine Gerade. ; 

Wenn man daher nur die Projektionen a, ) von zwey Punkten A, B, einer Geraden 
AB (Fig. 2.) hat, fo iſt die durch dieſe Punkte gezogene Gerade a b die Projektion der 
Geraden A B. | 

Es folgt hieraus, daß, wenn die gegebene Gerade ſelbſt ſenkrecht auf die Projektions⸗ 
ebene waͤre, ihre Projektion ſich auf einen einzigen Punkt bebte, auf jenen nemlich, in 
welchem ſie ſelbſt die Projektionsebene trifft. 

Die Ebene, welche von den projektirenden Geraden, ſaͤmmtlicher Punkte einer geraden 
Linie gebildet wird, werden wir die projektirende Ebene der Geraden nennen. 

11. Taff Fig. 3. Sobald auf zwey nicht parallelen Ebenen L M N O, 
MNP die Projektionen 2 b, a b einer nemlichen unbegrenzten Geraden A B 
gegeben ſind, ſo iſt dieſe Gerade beſtimmt; denn wenn man ſich durch die Projektion 
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2 5 eine Ebene ſenkrecht auf die Projektionsebene I. MN O denkt, ſo muß dieſe Ebene, 
deren Stellung bekannt iſt, nothwendigerweiſe durch die Gerade A B gehen; eben fo, wenn 
man ſich durch die andere Projektion a’ “eine ſenkrechte Ebene auf die L M P O denkt, 
fo muß dieſe Ebene, deren Stellung bekannt iſt, durch die Gerade A B gehen; die Stellung 
dieſer Geraden, welche ſich zu gleicher Zeit in zwey bekannten Ebenen befindet, und folglich 
in ihrem gemeinſchaftlichen Durchſchnitte, iſt daher ganz beſtimmt. 

12. Aus welcher Anzahl von Seiten ein Polygon zuſammengeſetzt. ſeyn mag, welche 
Seiten übrigens in der nemlichen, oder in verſchiedenen Ebenen enthalten ſeyn koͤnnen, ſo 
iſt durch zwey Projektionen dieſes Polygons auf zwey nicht parallelen Ebenen, jede Seite 
deſſelben beſtimmt, und folglich iſt es auch das Polygon ſabſt nach Geſtalt und Stellung 
im Raume. 

um von dieſer Geſtalt und Stellung aus den beyden Projektionen eine deutliche Vor⸗ 
ſtellung abzuleiten, betrachte man jede dieſer Projektionen als die Baſis eines geraden Pris— 
mas, das im Raume an dem projektirten Polygon beendigt iſt, ſo wird dieſes den gegen⸗ 
ſeitigen Durchſchnitt jener zwey Prismen bilden, die ihrerſeits ſelbſt nach Form und Stel— 
lung gaͤnzlich bekannt ſind. | 

13. Irgend eine krumme Linie (Kurve) beſteht aus einer Reihe von Punkten des 
Raumes, die nach einem gewiſſen Geſetze der Stetigkeit aufeinander folgen. Nun aber iſt 

die Stellung eines jeden Punktes beſtimmt, wenn man die Projektionen deſſelben auf zwey 

verſchiedenen Ebenen kennt. (Art. 7 7.) es folgt hieraus unmittelbar, daß die Form und 
Stellung einer jeden krummen Linie beſtimmt ift, durch die Projektionen dieſer 
Linie auf zwey nicht parallelen | Ebenen 

Betrachten wir (Fig. 1.) alle projektirenden Geraden A a, B t 

die aus den ſaͤmmtlichen Punkten der krummen Linie A B G D auf die Ebene M N P 2 

gefallt find; fo bilden dieſe offenbar eine eigenthümliche krumme Flache, welche durch die 
Krumme A B CD und durch ihre Projektion a Y ce d auf der Ebene M N P geht. 
Man kann daher die Projektion einer krummen Linie anſehen, als den Durchſchnitt der 
Projektionsebene mit einer Flaͤche, welche aus den projektirenden Geraden aller Punkte der 
vorgelegten Krummen gebildet wird, und die man aus 9 Grunde die projektirende 
Flaͤche jener Krummen nennt.) | 

Hat man zwey verſchiedene Projektionen einer krummen Linie, ſo find mit dieſen zu— 
gleich auch zwey projektirende Flaͤchen der Krummen nach Geſtalt und Stellung gegeben, 


*) Wir werden im zweyten Buche (Art. 58.) ſehen, daß dieſe projektirenden Flachen der krum— 
men Linien, zu dem Geſchlechte der Cylinder gehören. 
9} 


— 
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auf denen beyden die projektirte Krumme zu gleicher Zeit gelegen iſt, und deren gegenſeiti⸗ 
gen Durchſchnitt ſie folglich bildet. x | 

Wenn zufolge des, Geſetzes, welches die Punkte einer Linie unter ſich verbindet, 
dieſe Punkte in einer Ebene liegen, ſo nennt man die Linie einer ebene Krumme, im an⸗ 
dern Fall heißt fie eine krumme Linie von doppelter Krümmung.“ 

14. Alle bisher aufgeſtellten Saͤtze, uber die Projektionen des Punkts, der geraden und 
der krummen Linie, ſind durchaus unabhaͤngig von der Stellung der Projektionsebenen; 
und ſie haben gleichwohl ihre Guͤltigkeit, welchen Winkel auch dieſe zwey Ebenen unter ſich 
bilden moͤgen. Waͤre jedoch der, von beyden Projektionsebenen gebildete Winkel ſehr 
ſtumpf, ſo wuͤrden die Winkel, den die auf ihnen ſenkrechten Geraden und Ebenen bilden 
ſehr ſpitz, und in der Ausuͤbung koͤnnten kleine Fehler ſehr bedeutende Irrungen in der 
Stellung der Punkte und Linien herbey führen. Um dieſe Unrichtigkeiten zu vermeiden, fügt 
man es immer ſo, daß die beyden Projektionsebenen rechtwinklig unter ſich ſind, wenn man 
anders nicht, irgend einer groͤßeren Bequemlichkeit wegen, ſich zu einer Aenderung hierin be— 
ſtimmen laͤßt. Da uͤberdem der groͤßte Theil der Kuͤnſtler, welche die Projektionsmethode 
anwenden, ſehr vertraut ſind mit der Stellung einer Horizontalebene und mit der Richtung 
des Senkels, ſo haben ſie die eine der beyden Projektionsebenen als horizontal angenom⸗ 
men und die andere als vertikal. b 

Wir werden der Kuͤrze wegen, in Zukunft die horizontale Projektionsebene vorzugs— 
weiſe die Horizontalebene nennen und die vertikale Projektionsebene, gleichfalls vor; 
zugsweiſe die Vertikalebene. 

15. Die Nothwendigkeit es fo einzurichten, daß bey den Zeichnungen die beyden Pro— 
jektionen auf einem und demſelben Blatte ſeyen, und bey den Arbeiten im Großen, auf der 
nemlichen Grundflaͤche — z. B. wie bey dem Reißboden der Zimmerleute — hat die 
Kuͤnſtler noch ferner veranlaßt anzunehmen, daß die Vertikalebene ſich um ihren Durch⸗ 
ſchnitt mit der Horizontalebene, wie um ein Scharnier drehe, um ſich auf die letztere nie⸗ 
derzulegen, und mit ihr nur eine und dieſelbe Ebene zu bilden, und in dieſer Lage ihre Pro— 
jektionen zu konſtruiren. 

Demnach iſt die Vertikalprojektion eigentlich immer auf einer Horizontalebene verzeich— 
net, und man muß ſie ſich beſtaͤndig, mittelſt einer Viertels Umdrehung um den Durch— 
ſchnitt der Vertikalebene mit der Horizontalebene, aufgerichtet und wieder an ihren Platz 
zurückgelegt denken. 

Den Durchſchnitt der beyden Projektionsebenen, welcher ſehr deutlich auf den Zeich— 
nungen angegeben ſeyn muß, nennen wir die Projektionsaxe. 

Auf dieſe Art wird in der Figur 3 die Projektion 4 5’ der Geraden A B nicht auf 


Erklaͤrungen und Grundbegriffe. 11 


einer wirklich vertikalen Ebene gemacht; man ſtellt ſich vor, dieſe Ebene habe ſich um die 
Gerade L M gedreht, um ſich auf die Horizontalebene aufzulegen und in dieſer Stellung 
der Ebene wird die Vertikalprojektion 4 “ausgefuhrt. 

16. Außer der Bequemlichkeit in der Ausführung, welche dieſe Anordnung darbietet, 
gewaͤhrt ſie noch den Vortheil, die Arbeit der Projektionen abzukuͤrzen, denn in der That, 
nehmen wir an, die Punkte a, 4 (Fig. 3.) ſeyen die horizontale und vertikale Projektion 
des Punktes A, fo iſt die, durch die Geraden A a, A geführte Ebene zu gleicher Zeit 
ſenkrecht auf beyde Projektionsebenen, weil ſie durch zwey Gerade geht, welche ſenkrecht auf 
dieſelben ſind; ſie iſt daher auch ſenkrecht auf die Projektionsaxe L M, dem gemeinſchaftlichen 
Durchſchnitt der Projektionsebenen; und die Geraden a C, 4 C, nach welchen ſie dieſe bey— 
den Ebenen ſchneidet, ſind ſelbſt ſenkrecht auf L M. 

Nun aber, wenn ſich die Vertikalebene um die Projektionsaxe „als Scharnier dreht, 
jo hoͤrt die Gerade a C während dieſer Bewegung nicht auf ſenkrecht auf LM zu ſeyn, 
und ſie iſt noch ſenkrecht auf dieſelbe, wenn ſie, nachdem die Vertikalebene niedergelegt 
iſt, die Stellung C“ genommen hat. Die zwey Geraden a C, a” C, da fie beyde 
durch den Punkt C gehen, und beyde ſenkrecht auf L M find, liegen daher, Eine in der 
Verlangerung der Andern: eben jo verhält es ſich mit den Geraden 5 D, 3“ D in Be 
zug auf jeden andern Punkt wie B. Es folgt hieraus, daß, wenn man die Sorizon— 
talprojektion eines Punktes bet, die Projektion dieſes Punkts auf der umliegend 
gedachten Vertikalebene, in der Geraden liegen muß, welche durch die Sorizon— 
talprojektion ſenkrecht auf die Projektionsaxe gezogen iſt, und eben ſo umgekehrt. 
Fuͤr die Ausübung aͤußerſt wichtiges Reſultat. 70 8 

17. Um nach dieſen Annahmen ein Zeichnungsblatt als Projektionsebene anzuord— 
nen, fange man damit an, die Mitten der beyden gegenuͤber ſtehenden ſchmalen Seiten 
des Blattes zu bezeichnen, und ziehe durch dieſe Mitten eine Gerade wie X 2, lau, HH 
(die Figuren der Tafel I. find nicht nach der Projektionsmethode gezeichnet); auf die 
Gerade X Z errichte man mittelſt des Zirkels und Lineals, ohne Beyhülfe des Winkel— 
maßes, die Senkrechte VW, fo daß durch dieſe beyden Linien das Zeichnungsblatt a 
in vier, ungefaͤhr gleiche Theile getheilt werde. 

Wenn mehrere Figuren auf ein Blatt kommen, ſo mache man fuͤr jede daſſelbe Ge— 
viert, mehrere Figuren koͤnnen eine Seite des Geviertes gemein haben und die andere 
parallel, wie aus der Tafel II erſichtlich iſt. Die Seite LM des Geviertes der zweyten 
Figur nehme man als Projektionsaxe, und es ſey A (F ig. 2.) die Horizontalprojektion 
irgend eines Punktes; wenn man durch dieſen Punkt A auf die Projektionsaxe L M 
die Senkrechte A Ca errichtet, fo muß die Vertikalprojektion deſſelben Punkts irgend wo 

2 * 


12 Erſtes Buch. Erſtes Kapitel. 


in dieſer Senkrechten liegen: es ſey a dieſe Projektion. Obgleich die zwey Theile A 
und a C der Geraden A Ca nur eine einzige Gerade bilden, welche die Projektionsaxe 
in einem Punkte C. ſchneidet, ſo muß man ſich dieſe Theile als Seiten eines rechten 
Winkels denken, deſſen Scheitel in C ift, und deſſen eine Seite A C in der Horizontalebene 
liegt, und die andere in der Vertikalebene; und da dieſe Seiten A C, a C wechſelſeitig 
parallel zu den projektirenden Geraden des Punktes im Raume ſind, ſo meſſen ſie die 
Abſtaͤnde dieſes Punkts von der Vertikalebene und von der Horizontalebene. 

18. Aus der rechtwinkligen Stellung der Projektionsebenen unter ſich folgt ferner 
noch, daß alle, in einer von ihnen enthaltenen Punkte und Linien zugleich auch ihre ei 
genen Projektionen auf dieſer Ebene ſeyen, und daß ſie ſich auf die Andere nach der 
Projektionsare, als dem gemeinſamen Durchſchnitte dieſer Ebenen projektiren. f 

Wir muͤſſen hier bemerken, daß die Projektionsaxe nie als die Graͤnze der Projek⸗ 
tionsebenen betrachtet werden darf, ſie iſt nur ihr wechſelſeitiger Durchſchnitt. Dieſe bey: 
den Ebenen, unbeſtimmt verlängert gedacht, theilen den ganzen Raum in vier gleiche Re 
gionen, und in jede von dieſen können die zu projektirenden Gegenſtaͤnde ſich erſtrecken; ob⸗ 
ſchon man gewoͤhnlich annimmt, daß fie vorzugsmeife den Raum einnehmen, welcher 
zwiſchen dem oberen Theile der Vertikalebene und dem vorderen Theile der Horizontal; 
ebene gefaßt iſt. Dieſem zufolge entſprechen immer zwey Punkte, die auf einer und der: 
ſelben Senkrechten auf die Projektionsaxe genommen ſind, einem beſtimmten Punkte des 
Raumes als deſſen Projektionen; und eben ſo koͤnnen ſtets je zwey beliebig auf den Pros 
jektionsebenen gezogene] Gerade A B, a 5 (Taf. II. Fig. 2.) als die Projektionen einer 
Geraden angenommen werden, deren Stellung im Raume durch ſie beſtimmt iſt. 
109. Bisher haben wir die gerade Linie als unbeſtimmt betrachtet und wir hatten 
uns deßhalb nur mit ihrer Richtung zu beſchaͤftigen. Wenn aber eine Gerade als durch 
zwey Punkte begraͤnzt angenommen werden muß, ſo kann noch außerdem verlangt wer— 
den, ihre Groͤße zu kennen. Wir werden ſogleich ſchen „ wie dieſe aus der Kenntniß 
ihrer beyden Projektionen abzuleiten ſey. 

Wenn eine Gerade parallel iſt zu einer der zwey Ebenen, auf welche fie projektirt 
wurde, jo iſt ihre Länge gleich ihrer Projektion auf dieſer Ebene; denn die Gerade uns 
ihre Projektion ſind durch zwey Senkrechte auf die Projektionsebene begraͤnzt, ſie ſind 
daher Parallele zwiſchen Parallelen und folglich von gleicher Größe. In dieſem beſon— 
dern Fall iſt ſonach mit der Projektion der Geraden auch zugleich ihre Laͤnge gegeben. 

Wenn aber eine Gerade parallel zu einer Projektionsebene ſeyn ſoll, ſo muß 710 
Projektion auf der andern Ebene parallel zu der Projektionsaxe ſeyn. 

Iſt eine Gerade zu gleicher Zeit ſchief auf beyde Ebenen, ſo iſt ihre Laͤnge groͤßer 
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als die einer jeden ihrer Projektionen; aber fie kann durch eine ſehr einfache Konſtruk— 
tion daraus abgeleitet werden. 

Fig. 1. Taf. II. Es ſey LM Projektionsaxe und A B, a 5 ſeyen die Horizontal⸗ 
und Vertikalprojektion einer geraden Linie, welche durch zwey Punkte begraͤnzt ſeyn ſoll, 
deren Projektionen A und a, B und 5 ſeyen: man verlangt die Länge des Stuͤckes der 
Geraden zwiſchen dieſen beyden Punkten? 

Um dieſe Laͤnge zu erhalten, betrachte man die Gerade als Hypothenuſe eines recht— 
winkligen Dreyecks, deſſen eine Seite horizontal iſt und gleich der Projektion A B, und 
deſſen zweyte Seite vertikal iſt und gleich e ö, das heißt, gleich dem Unterſchied der Hoͤ⸗ 
hen beyder Endpunkte der in Rede ſtehenden Geraden. Man konſtruirt dieſes Dreyeck 
indem man durch den Punkt à eine unbeſtimmte Parallele a e mit der Projektionsaxe 
zieht, welche die Gerade B 5 in einem Punkte e ſchneidet, und ſodann von e nach a 
eine Länge e gleich A B oder A B trägt. Durch die Vollendung des Dreyecks a e db 
erhält man die Hypothenuſe a’ 6 deſſelben von einer Länge gleich der Geſuchten. 

Da die beyden Projektionsebenen unter ſich ſenkrecht ſind, ſo haͤtte die ſo eben auf 
Einer von ihnen ausgefuͤhrte Operation auch auf der Andern gemacht werden koͤnnen, 
und würde das gleiche Neſultat geliefert haben. *) 

20. Aus dem Vorhergehenden iſt erſichtlich, daß, wenn man die zwey Projektionen 
eines Körpers hat, der durch ebene Flächen, geradlinige Kanten und die Scheitel koͤrper— 
licher Winkel begraͤnzt iſt, lauter Projektionen die ſich auf das Syſtem der geradlinigen 
Kanten reduziren, es leicht ſey, hieraus die Laͤnge jeder beliebigen Dimenſion, welche man 
wolle zu folgern; denn entweder iſt dieſe Dimenſion parallel zu einer Projektionsebene, 
oder ſie iſt zu gleicher Zeit ſchief auf Beyde; im erſten Fall iſt die geſuchte Laͤnge der 
Dimenſion gleich ihrer Projektion, im zweyten kann man fie durch das eben beſchriebene 
Verfahren aus ihren beyden Projektionen ableiten. 


Von der Ebene. 


21. um eine Ebene mittelſt der Projektionsmethode darzuſtellen, iſt, wie leicht ein⸗ 
zuſehen, ein anderes Mittel erforderlich, als dasjenige, deſſen wir uns zur Darſtellung 
von Punkten und Linien bedient haben. Folgendes hat man im Gebrauche. 

Die darzuſtellende Ebene, wenn ſie anders nicht parallel zu einer von den Projek⸗ 


„) Für die Anfänger wird es ſehr nützlich ſeyn, wenn fie nicht nur dieſe, ſendern auch alle aͤhn⸗ 
lichen in der Folge dieſes Buches vorgetragenen Konſtruktionen, auf einer und der andern 
Projektiensebene ausführen. 
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tionsebenen iſt, wird jede dieſer beyden Ebenen nach einer geraden Linie durchſchneiden; 
und dieſe zwey Durchſchnittslinien werden ſich ſelbſt in einem Punkte kreuzen, welcher auf 
der Projeftionsare liegt; denn da fie ſich zu gleicher Zeit in der darzuſtellenden Ebene 
befinden, und jede von ihnen in einer Projektionsebene liegt, fo koͤnnen fie, fic) nur in 
dem Punkte ſchneiden, den dieſe drey Ebenen gemein haben, und dieſer Punkt iſt der 
Durchſchnitt der gegebenen Ebene mit der Projektionsaxe. N 

Da man nun durch zwey ſich ſchneidende oder parallele Gerade nur eine einzige 
Ebene fuͤhren kann, ſo folgt daraus, daß die Stellung einer Ebene beſtimmt iſt, 
wenn man die Durchſchnittslinien derſelben mit den beyden Projektionsebenen 
kennt. 5 | 
Wir werden die Benennung Riſſe einer Ebene den Geraden geben, nach 
welchen dieſelbe die Projektionsebenen durchſchneidet und welche dazu dienen, um ihre 
Stellung anzugeben. | | 

Taf. II. Fig. 4. Es fey die Gerade LM die Projektionsaxe; B ſey ein Punkt die— 
ſer Axe, durch welchen man auf der Horizontalebene eine Gerade A B gezogen hat, und 
auf der Vertikalebene eine Gerade B C. Dieſe beyden Geraden, als die Riſſe einer Ebene 
angenommen, beftimmen die Stellung derſelben vollkommen, der Punkt B iſt der Durch⸗ 
ſchnitt dieſer Ebene mit der Projektionsaxe. 

Wenn eine Ebene parallel zu einer Projektionsebene ſeyn ſollte, ſo wuͤrde ſie nur 
einen Riß auf derjenigen Projektionsebene haben, zu welcher ſie nicht parallel waͤre, und 
in dem Falle wuͤrde dieſer einzige Riß, welcher parallel zu der Projektionsaxe ſeyn muͤßte, 
hinreichen, um ihre Stellung anzugeben, weil er zugleich die unbeſtimmte Projektion der 
ganzen Ebene waͤre. 


Von den Projektionen der durch ebene Slächen begraͤnzten Koͤrper. 


22. Ein Körper, welcher durch ebene Flächen begraͤnzt wird, iſt es auch durch 
geradlinige Kanten, als den wechſelſeitigen Durchſchnitten dieſer Flaͤchen. Man ſtellt ſolche 
Koͤrper dar, indem man die Projektionen einer jeden Kante angiebt; die Projektionen jedes 
Scheitels, welcher eine dieſer Kanten begraͤnzt, liegen in der nemlichen Senkrechten auf 
die Projektionsaxe. Es giebt indeſſen durchaus keine allgemeine Regel, wie dieſe Projek— 
tionen zu konſtruiren ſeyen: man fuͤhlt in der That wohl, daß je nachdem die Stellung 
der Kanten und Winkel eines Koͤrpers gegeben iſt, die Konſtruktion ihrer Projektionen 
mehr oder minder leicht ſeyn koͤnne, und daß die Art und Weiſe des e „von 
jener der Angabe abhaͤngen muͤſſe. 

Es iſt hier gerade ſo wie mit der Aae in welcher es auch keine allgemeine 
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Regel giebt, wie eine Aufgabe in Gleichung anzuſetzen ſey. In jedem einzelnen Falle haͤngt 
der Gang davon ab, auf welche Art das gegenſeitige Verhalten zwiſchen den gegebenen - 
Größen und den Unbekannten ausgedrückt ſey; und nur durch veraͤnderte Beyſpiele kann man 
die Anfaͤnger gewoͤhnen, dieſes Verhalten aufzufaſſen und in Gleichungen niederzuſchreiben. 
Eben ſo in der darſtellenden Geometrie; nur durch zahlreiche Beyſpiele und durch den 
Gebrauch von Zirkel und Lineal kann man mit den Konſtruktionen vertraut werden, und 
ſich gewoͤhnen, in jedem einzelnen Falle die einfachſte und zugleich zierlichſte Methode zu 
wählen. Aber auch, eben fo wie es in der Analyſis, ſobald eine Aufgabe in Gleichung 
angeſetzt iſt, Verfahrungsarten giebt, wie dieſe Gleichungen behandelt, und wie daraus 
die Werthe einer jeden unbekannten Größe abgeleitet werden koͤnnen, eben fo giebt es in 
der darſtellenden Geometrie allgemeine Methoden, um ſobald die Projektionen gemacht 
find, alles das zu konſtruiren, was aus der Geſtalt und der gegenſeitigen Stellung der 
Koͤrper entſpringt. 

Nicht ohne Grund vergleichen wir hier De darſtellende Geometrie mit der Algebra, 
denn dieſe zwey Wiſſenſchaften ſtehen in der innigſten gegenſeitigen Beziehung. Es giebt 
keine Konſtruktion der darſtellenden Geometrie, welche nicht in die Analyſis uͤberſetzt 
werden koͤnnte, und jede analytiſche Operation kann, ſobald nicht mehr als drey unbe— 
kannte Groͤßen in der Aufgabe vorkommen, als die Urkunde eines geometriſchen Schau— 
ſpiels betrachtet werden. 

Es waͤre zu wuͤnſchen, daß dieſe beyden Wiſſenſchaften gemeinſam kultivirt wuͤrden: 
die darſtellende Geometrie braͤchte in die verwickeltſten analytiſchen Operationen die Evi: 
denz, die fie charakteriſirt; die Analyſis würde dagegen der Geometrie die ihr eigenthümli— 
che Allgemeinheit mittheilen. 

23. Es waͤre nun hier der Ort, die Darſtellungsart der durch krumme Flachen 
begraͤnzten Körper vorzutragen; wir haben es aber für zweckdienlicher gehalten, dieſen 
Gegenſtand erſt im naͤchſtfolgenden Buche abzuhandeln. 


Von der Ausführung der Zeichnungen. 


24. Eine Zeichnung der darſtellenden Geometrie iſt das Bild der Linien und Flaͤ— 
chen, welche man kombinirt hat, um zur Löfung einer Aufgabe zu gelangen. 

Unter den Linien, welche dieſe verſchiedenen Groͤßen vorſtellen, unterſcheiden wir 
zwey Gattungen: itens diejenigen, welche die Projektionen der gegebenen und der geſuch⸗ 
ten Groͤßen der Aufgabe vorſtellen, und 2tens jene Linien, welche die gemachten graphis 
ſchen Operationen angeben, um die geſuchten Projektionen zu erhalten. Um den Pro; 
jektionszeichnungen den moͤglichſten Grad von Verſtaͤndlichkeit zu geben, iſt es durchaus 
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erforderlich, daß man die genannten Gattungen von Linien, durch eine beſondere Art die⸗ 
ſelben zu ziehen, unter einander auszeichne. Die folgenden Eroͤrterungen werden uns auf 
geeignete Annahmen, in dieſer Beziehung, leiten. 

25. Die Projektionsaxe theilt jede Prejektionsebene in zwey Theile, nemlich: die 
Bertifalebene in einen obern und einen untern; und die Horizontalebene in einen vor; 
dern und einen hintern Theil; und über jeden von dieſen Theilen koͤnnen die Projektio— 
nen einer geometriſchen Groͤße ſich erſtrecken. Durch die Umdrehung der Vertikalebene um 
die Projektionsaxe fallen aber die beyden Ebenen in eine zuſammen und es waͤre nun, 
ohne beſondere Merkmale nicht mehr moͤglich zu erkennen, welcher Projektion irgend eine 
Linie angehöre.- — 

Stellen wir uns nun die Projektionsebenen als wirkliche, phiſiſche Ebenen vor, zum 
Beyſpiel als aͤußerſt dünne" und unbiegſame Tafeln, fo würde, nach der Umdrehung 
der Vertikalebene, der obere Theil derſelben auf den hinteren Theil der Horizontalebene 
fallen und dieſen bedecken, der untere Theil der Vertikalebene würde hingegen unter den 
vorderen Theil der Horizontalebene zu liegen kommen, und von dieſem bedeckt werden. 
Wir hätten ſodann auf jeder Projektionsebene einen Theil der Projektionen, welcher ge— 

ſehen, und einen Theil, welcher bedeckt wäre; und wir werden ſogleich den Nutzen einer 
ſolchen, uͤbrigens ganz natürlichen Vorſtellungsart einſehen. 

Wenn man ſich nun ſo die projektirten Groͤßen, als wirklich im Raume vorhanden 
denkt, und von der nemlichen Beſchaffenheit, wie wir ſo eben die Projektionsebenen an— 
genommen haben, ſo kann man, nach dieſer Vorſtellungsart, jede Projektion als eine Ab— 
bildung der projektirten Gegenſtaͤnde betrachten, wobey man ſich nemlich das Auge un— 
endlich weit von der Projektionsebene entfernt denken muß, und zwar in einer Senf 
rechten auf dieſe Ebene, ſo daß die projektirenden Linien als in unendlicher Entfernung 
zuſammenlaufende Geſichtsſtrahlen angeſehen werden koͤnnen. Die vorgeſtellten Gegenſtaͤn— 
de koͤnnen ſodann, entweder durch die Projektionsebenen, indem ſie dieſe durchſchneiden, 
oder durch ſich ſelbſt, wechſelsweiſe bedeckt werden und beſtüͤnden daher ebenfalls aus ge 
ſehenen und bedeckten Theilen. 8 

Nehmen wir dieſes an, ſo folgt daraus: erſtens, daß jede Projektion ihren beſon⸗ 
deren Geſichtspunkt habe, und daß folglich gewiſſe Theile der vorgeſtellten Gegenſtaͤnde 
in einer Projektion geſehen ſeyn konnen, während fie auf der Andern bedeckt erſcheinen. 
Jweyteng, daß der e für die Horizontalprojektion im Unendlichen über der 
Horizontalebene ſey, und daß die entſprechenden Geſichtsſtrahlen, für dieſen Punkt, ver⸗ 
tikal find. Drictens, daß Ei r Geſſchtspunkt der Vertikalprojektion im Unendlichen vor der 
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Vertikalebene ſey, und daß die von dieſem Punkte ausgehenden Geſichtsſtrahlen horizontal 
ſind und ſenkrecht auf die Vertikalebene. 

Setzen wir ſofort feſt: tens die gegebenen Größen einer Aufgabe und die Geſuch— 
ten, uͤberhaupt die Wichtigſten ſollen als wirklich im Raume vorhanden betrachtet, und 
auf jeder Projektion ſollen die geſehenen und die bedeckten Theile derſelben unterſchieden 
werden. 2tend diejenigen Größen, welche nicht zu den genannten gehören, ſondern blos 
zur Konſtruktion dienen, ſollen als nicht wirklich vorhanden angenommen werden und an 
ihren Projektionen daher keine geſehenen oder nicht geſehenen Theile bemerkt werden. 

26. Auf dieſe Annahmen haben wir folgende Regeln gegruͤndet, welche in allen 
Zeichnungen beobachtet ſind. | 

Erſtens. Die Projektionen derjenigen Gegenſtaͤnde, welche wirklich im Raume vor 
handen angenommen ſind, werden durch volle Linien (A B. Fig. 4. Taf. I.) angegeben. 

Zweytens. Die Projektionen jener Theile der genannten Gegenſtaͤnde, welche ent— 
weder durch eine Projektionsebene, oder durch andere Gegenſtaͤnde der nemlichen Gattung 
bedeckt erſcheinen, und welche folglich nicht geſehen werden koͤnnen, außer wenn man dieſe 
letzteren durchſichtig annimmt, werden durch punktirte Linien bezeichnet. (A B.. Fig. 4. 
Taf. I.) N 

Drittens. Alle blos zur Konſtruktion dienenden Gegenſtaͤnde, werden mit ge— 
ſtrichelten Linien angegeben. (A“ B“. Fig. 4. Taf. I.) 

Viertens. Solche Gegenſtaͤnde, die zwar als zur Konſtruktion dienend betrachtet 
find, die aber irgend einer beſondern Ruͤckſicht wegen von den gewöhnlichen Konſtruktio— 
nen ausgegezeichnet werden ſollen, werden wir mit gemiſchten Linien (A“ B“ Fig. 4. 
Taf. 1.) bezeichnen. 

27. Wenn eine Projektionszeichnung blos die geometriſche Darſtellung eines Koͤr— 
pers zum Zweck hat, ſo pflegt man dieſen Annahmen noch die folgende hinzuzufügen : 
Man ſtellt fih die projektirten Gegenſtaͤnde durch Sonnenſtrahlen beleuchtet vor, die un— 
ter einem Winkel von 45“ geneigt, von der Linken gegen die Rechte einfallen, und man 
bezeichnet diejenigen Linien, welche die Konturen der im Schatten liegenden Seiten bilden, 
durch ſtarke volle Striche und diejenigen Konturen, welche blos beleuchtete Seiten von 
einander trennen durch feinere volle Striche. 

Dieſe Unterſcheidung, welche die Deutlichkeit der Darſtellung ſehr erhoͤht, kommt 
aber den Zeichnungen der reinen Geometrie nicht zu, und wir haben ſie deßhalb nirgends 
angewendet. | 

28. Als Beyſpiel der Anwendung diefer Regeln, wollen wir einige Figuren era 
miniren, deren Gegenſtand wir als bekannt annehmen duͤrfen. 

3 
8 
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. Taf. II. Fig 1, LM ſtellt die Projektionsarxe vor, als eine wichtige Linie einer 
jeden Aufgabe haben wir ſie hier, ſo wie in allen folgenden Blaͤttern durch eine bemerk— 
bare volle Linie angegeben. A B, a 5 die Projektionen einer Geraden find ebenfalls 
voll ausgezogen, und ebenſo die Gerade 5. (Art. 19.) Die projektirenden Geraden 
A 4, B , fo wie alle übrigen Linien der Figur find, als Konſtruktionslinien mit ger 
ſtrichelten Linien bezeichnet. 

Fig. 2. Die Projektionsare L M; die Horizontalprojektion B. und die Ver⸗ 
tifalprojeftion a 9 einer Geraden find voll ausgezogen. Das Stuͤck B D der Gera⸗ 
den AB D, welches auf den hintern Theil der Horizontalebene fallt erſcheint durch die 
Vertikalebene bedeckt und iſt deßhalb punktirt. In der Vertikalprojektion iſt O der Punkt, 
in welchem die projektirte Gerade die Vertikalebene durchſchneidet, dieſer Punkt 5 trennt 
daher das geſehene Stuͤck der Geraden von dem bedeckten, die Projektion „ A dieſes letz⸗ 
tern iſt deßhalb punktirt. Alles übrige find Konſtruktionslinien. 

Fig. 3. A B, 4 b; E F, e / find die Projektionen zweyer Geraden: die Figur 
zeigt ubrigens nicht weiter Bemerkenswerthes. N 

Fig. 4. A B. iſt der Horizontalriß und C B der Vertikalriß einer Ebene. Das 
oberhalb der Projektionsaxe L M, gelegene Stuͤck des Horizontalriſſes A B fällt auf den 
hintern Theil der Horizontalebene, und das unterhalb der L M gelegene Stuͤck des Verti⸗ 
kalriſſes B C liegt auf dem untern Theil der Vertikalebene; beyde find deßhalb punktirt. D E, 
EF find die Riſſe einer zweyten, mit der erſten parallelen Ebene. Die Stellung dieſer 
Riſſe zeigt deutlich, daß die zweyte Ebene in jeder Projektion durch die erſte bedeckt er— 
ſcheine; daher find die Riſſe derſelben durchaus punktirt. 

Taf II Fig E Se ſind die Riſſe einer Ebene, und A B, 4 5 die Pro⸗ 
jektionen einer Geraden; dieſe Gerade ſchneidet die Ebene in einem Punkte, deſſen Pro: 
jektionen A, a find; fie kann daher in beyden Projektionen nur bis zu dieſem Punkte ger 
ſehen ſeyn, und deßhalb find die Projektionen AB, 4 “ dieſes Stuͤckes voll ausgezogen, 
die Projektionen A C, a des nicht geſehenen Stuͤckes dagegen punktirt. 

29. Dieſe Beyſpiele zeigen auf hinreichende Art, wie die (Art. 26.) aufgeſtellten 
Grundſatze in Ruͤckſicht auf die Ebene und die gerade Linie anzuwenden ſeyen. So— 
bald man eine richtige Vorſtellung hat von der Lage der Ebenen und Linien und von 
ihren gegenſeitigen Durchſchnitten, ſo kann die Beſtimmung ihrer geſehenen und bedeckten 
Theile keine Schwierigkeit darbieten. 

Nicht ganz ſo einfach iſt dieſe Aufgabe in Bezug auf die krummen Flaͤchen, und hier 
kann die Vorausſetzung, daß eine Flaͤche wirklich im Raume exiſtire, und die daraus 
fließende Nothwendigkeit ihre geſehenen und bedeckten Theile aufzuſuchen, zu Eroͤrterungen 
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veranlaſſen, die dem eigentlichen Gegenſtande der Aufgabe zu fremd waͤren. Es bleibt 
in dem Falle der, durch Uebung in den Projektionszeichnungen zu erwerbenden Gewand— 
heit des Arbeitenden überlaffen, dieſe Schwierigkeiten zu umgehen, ohne der erforderlichen 
Dautlichkeit der Darſtellung Eintrag zu thun. Wir werden (Art. 116. 117.) nochmals 
auf dieſen Gegenſtand zuruͤckkommen und einige einfache Regeln uͤber die Ausfuͤhrung 
der Zeichnungen hinſichtlich der krummen Flaͤchen geben. 


— — 


S weytes Kapitel. 
Loͤſung verſchiedener Aufgaben uͤber die gerade Linie und die Ebene. 
Erſte Aufgabe. 


Es iſt eine Gerade gegeben, mittelſt ihrer beyden Projektionen; man ſoll die 
Punkte konſtruiren, in denen ſie die Projektionsebenen durchſchneidet? 


30. Auflöfung Es ſey A B D (Taf. II. Fig. 2.) die Horizontalprojektion, 
und a 5 die Vertikalprojektion der gegebenen Geraden. 

Der Punkt, in welchem dieſe Gerade die vertikale Projektionsebene durchſchneidet, 
muß als Horizontalprojektion einen Punkt der Projektionsaxe I. M haben; (Art. 18.) 
er muß aber auch horizontal irgendwo in der Geraden A B D projektirt ſeyn; der Punkt 
B, der einzige den die Geraden LM und A B D gemein haben, iſt daher die Horizon; 
talprojektion dieſes Durchſchnittspunktes. Da nun die beyden Projektionen eines Punkts 
im Raume in einer nemlichen Senkrechten auf die Projektionsaxe liegen, fo muß die aus 
B auf LM errichtete Senkrechte B 5 den fraglichen Punkt enthalten; dieſer Punkt muß 
aber außerdem auch in der Vertikalprojektion a 5 4 enthalten ſeyn; daher iſt der Begeg— 
nungspunkt 5 der zwey Geraden B 5 und 4 6 d derjenige, in welchem die gegebene Ge— 
rade die Vertikalebene durchſchneidet. | | 

Um den Punkt D zu beſtimmen, in welchem dieſelbe Gerade die horizontale Pro— 
jektionsebene durchſchneidet, wendet man aus leicht einzuſehendem Grunde die ganz ahn— 
liche Konſtruktion an: man verlängert die Vertikalprojektion a 5 d der gegebenen Geraden 
bis fie die L M in einem Punkt trifft; die aus dieſem Punkt errichtete Senkrechte 
dD auf LM ſchneidet die Horizontalprojektion A B D der gegebenen Geraden in dem 
geſuchten Punkt D. 

3 
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Ee ſind mittelſt ihrer Projektionen ein Punkt und eine gerade Linie gegeben; 
man ſoll die Projektionen einer zweyten Geraden konſtruiren, welche durch 
den gegebenen Punkt parallel zu der Erſten gezogen iſt? ö 


31. Auflöfung Die Horizontalprojektionen der gegebenen und der geſuchten 
Geraden muͤſſen parallel unter ſich ſeyn, denn ſie ſind die Durchſchnitte der beyden pa— 
rallelen projektirenden Ebenen mit der Horizontalebene: eben ſo verhaͤlt es ſich mit den 
Vertikalprojektionen derſelben Geraden. Da nun überdies die geſuchte Gerade durch den 
gegebenen Punkt gehen ſoll, ſo muͤſſen ihre Projektionen auch wechſelſeitig durch die Pro— 
jektionen dieſes Punktes gehen. 

Es ſeyen AB, ab (Taf. II. Fig. 3.) die Projektionen der gegebenen Geraden 
und D, d die des gegebenen Punkts; man ziehe durch den Punkt D die E F parallel 
zu A B und durch den Punkt 4, die re zu a.b, fo find die Geraden E F, 5 
die verlangten Projektionen. 


Dritte A uf 3 a b 


Es iſt eine Ebene gegeben mittelſt ihrer Riſſe, und die Projektionen eines 
Punkts; man ſoll die Riſſe einer zweyten Ebene konſtruiren, welche durch 
den gegebenen Punkt parallel zu der Erſten gefuͤhrt iſt? 


32. Aufloͤſung. Es ſeyen A B, BC (Taf. II. Fig. 4.) die beyden gegebenen 
Riſſe und G, g die Projektionen des Punktes 

Die Riſſe der geſuchten Ebene muͤſſen zu den entſprechenden Riſſen der gegebenen 
Ebene parallel ſeyn, denn ſie ſind die Durchſchnitte zweyer parallelen Ebenen, durch die 
nemliche Ebene. Man braucht alſo fuͤr jeden nur einen Punkt zu kennen, durch welchen 
er gehen muß. Zu dieſem Zweck denke man ſich durch den gegebenen Punkt eine hori— 
zontale Gerade, die in der geſuchten Ebene liege. Dieſe Gerade muß parallel zu dem zu 
ſuchenden Horizontalriſſe derſelben Ebene, und deßhalb auch parallel zu dem Riß A B 
ſeyn, und ſie wird die Vertikalebene in einem Punkt treffen, welcher dem Vertikalriß der 
geſuchten Ebene angehoͤrt. Um dieſen Punkt zu erhalten, ziehe man durch g die unbe 
ſtimmte Horizontale g F und durch G die Gerade G I parallel zu A B; dieſe zwey Ge: 
raden find die Projektionen der gedachten Parallelen zu dem Riß A J; dieſe trifft die 
Vertikalebene in einem Punkt F, welchen man nach der erſten Aufgabe (Art. 30.) fon: 
ſtruirt. Wenn man fofort durch den Punkt F eine Parallele E F zu B C zieht, ſo iſt 
dieſe der Vertikalriß der geſuchten Ebene; nachdem man dieſen Riß verlaͤngert hat, bis er 
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die Projektionsaxe L M in einen Punkt E ſchneidet, und man zieht durch E die Pa; 
rallele E D zu A B, fo hat man den Riß derſelben Ebene auf der Horizontalebene. 

Anſtatt in der geſuchten Ebene eine horizontale Gerade zu konſtruiren, haͤtte man 
in derſelben eine Parallele zu der Vertikalebene annehmen koͤnnen, was nach einem durch— 
aus aͤhnlichen Raiſonnement folgende Konſtruktion gegeben hätte: durch den Punkt G 
werde parallel zu L M die unbeſtimmte Gerade G D gezogen; durch den Punkt 3 die Ge— 
rade g H parallel zu C B, welche verlängert die L M in einem Punkt H ſchneidet, durch 
den man HD ſenkrecht auf LM errichtet. Dieſe letztere ſchneidet die G D in einem Punkt 
D; und wenn man durch dieſen Punkt eine Parallele zu A B zieht; und durch E, wo 
dieſe Parallele die L M trifft, die E F, parallel zu B C, ſo hat man in D E, E E 
die verlangten Riſſe. Dieſe zweyte Konſtruktion kann als Bewährung für die Richtigkeit 
der erſten dienen. 5 

Biierfte uf ga b e. 
Es ſind mittelſt ihrer Projektionen drey Punkte im Raume gegeben; man fol 
die Riſſe einer Ebene konſtruiren, welche durch dieſe drey Punkte geht? 

33. Aufloͤſung. Jede in der verlangten Ebene gezogene Gerade, durchſchneidet 
die beyden Projektionsebenen in zwey Punkten, die den entſprechenden Riſſen der Ebene 
angehoͤren. 5 

Es ſeyen A, und a (Taf. III. Fig. 1.) die Projektionen des erſten Punkts, B und 5 
die des Zweyten, C und c die Projektionen des Dritten. Die drey Geraden, welche je 
zwey und zwey dieſer Punkte verbinden, und welche ganz in der geſuchten Ebene liegen, 
haben zu Projektionen die Geraden A B, und à , B C und dc, A C und ac. Die 
Punkte U, V, T, in denen dieſe Geraden die horizontale Projektionsebene treffen, (Art. 30) 
gehören daher dem Horizontalriſſe U V T der verlangten Ebene an, und die Durch— 
ſchnittspunkte 5, er derſelben Geraden mit der vertikalen Projektionsebene beſtimmen 
den Vertikalriß pg r eben diefer Ebene. Die beyden nach Erfoderniß verlängerten Niffe 
UVT,pgr müffen ſich in einem nemlichen Punkte S der Projektionsaxe durchſchneiden. 


Fünfte Aufgabe 
Es ſind zwey Ebenen gegeben, mittelſt ihrer Riſſe auf beyden Projektionsebe— 
nen; man fol die Projektionen der Geraden beſtimmen, nach welcher fie ſich 
ſchneiden. 
34. Aufloͤſung. (Taf. III. Fig. 2.) Es ſeyen A B, à 0 die Riſſe der erſten 
Ebene, C D, cd die Riſſe der Zweyten. Der Punkt E, den die, nach Erfoderniß ver; 
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laͤngerten Horizontalriſſe der beyden Ebenen mit einander gemein haben, gehört offenbar 
beyden Ebenen zu gleicher Zeit an, und alſo ihrem gemeinſchaftlichen Durchſchnitte; eben 
ſo iſt der Begegnungspunkt f der beyden Riſſe auf der Vertikalebene ein weiterer Punkt 
deſſelben Durchſchnitts. Die geſuchte Durchſchnittslinie der beyden Ebenen iſt demnach ſo 
gelegen, daß ſie die Hortzontalebene in einem Punkt E trifft, und die Vertikalebene in 
einem Punkt /. 

Wenn man daher den Punkt F auf die Horizontalebene nach F projektirt, indem 
man auf die Projektionsaxe LM die Senkrechte F / fällt, und alsdann die gerade F E 
zieht, ſo iſt dieſe die Horizontalprojektion des Durchſchnittes der zwey Ebenen; und wenn 
man auf gleiche Weiſe den Punkt E auf die L. M nach e projektirt und hierauf die Ge⸗ 
rade e / zieht, fo iſt dieſe die Vertikalprojektion des nemlichen Durchſchnittes 


S eich 8 t e Auf g a be. 
Es iſt eine Gerade mittelſt ihrer Projektionen, und eine Ebene mittelſt ihrer 
Riſſe gegeben; man ſoll die Projektionen des Punktes konſtruiren, in welchem 
die Gerade der Ebene begegnet? 


35. Aufloͤſung. Wenn man durch die gegebene Gerade irgend eine Ebene fuͤhrt, 
und wenn man die Durchſchnittslinie dieſer Ebene und der Gegebenen konſtruirt, ſo 
werden dieſer gefundene Durchſchnitt und die gegebene Gerade, da ſie beyde in einer 
nemlichen Ebene liegen, ſich ſchneiden, und ihr Durchſchnitt, da er zu gleicher Zeit der 
gegebenen Geraden und der gegebenen Ebene e „ iſt der Begegnungspunkt dieſer 
beyden. 

Es ſeyen P G, Ge (Taf. III. Fig 3.) die beyden Riſſe der gegebenen Ebene, und 
A B, u 6 ſeyen die Horizontal- und Vertikalprojektion der Geraden. Denken wir uns 
die Ebene durch die horizontal projektirende Ebene der Geraden durchſchnitten; ſo wird 
ihr Durchſchnitt horizontal in A B C projektirt ſeyn, und vertikal in J c, welche letzte 
Gerade man nach dem (Art. 34.) angegebenen Verfahren beſtimme. Der gefuchte Be 
gegnungspunkt muß nun in dieſem Durchſchnitte liegen und auch in der gegebenen Ge— 
raden; wenn aber zwey Gerade ſich im Raume ſchneiden, ſo hat ihr Durchſchnitt zu 
Projektionen die Durchſchnittspunkte der Projektionen der Geraden, daher iſt der Begeg— 
nungspunkt a der Projektionen a db / und die die Vertikalprojektion des Begegnungs⸗ 
punkts der vorgelegten Geraden und Ebene. | 

Die Horizontalprojektion deſſelben Punkts, welche in der ABC enthalten feyn muß, 
iſt daher in A, dem Begegnungspunkt dieſer Geraden mit der aus dem Punkt à errich⸗ 
teten Senkrechten a A auf die Projektionsaxe L M. 
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Haͤtte man die vertikal projektirende Ebene der gegebenen Geraden zur Loͤſung der 
Aufgabe angewendet, ſo wuͤrde man nach den ganz aͤhnlichen Konſtruktionen zuerſt die 
Horizontalprojektion A des geſuchten Punktes erhalten haben, woraus man ſodann die 
Vertikalprojektion a deſſelben abgeleitet hätte, Man kann ſich dieſer zweyten Konſtruktion 
als Bewaͤhrungsmittel fuͤr die Genauigkeit der Erſten bedienen. Die folgende Aufloͤſung 
iſt allgemeiner. 

36. (Taf. IV. Fig. 1.) Es ſey N M die Projektionsaxe; L 8, Sp ſeyen die 
Riſſe der Ebene und A B, a 5 die Projektionen der Geraden. Dieſe Gerade ſchneidet 
die Projektionsebenen in die Punkten R, K (Erſte Aufgb. Art. 30.) und deßhalb muß 
jede Ebene, welche durch dieſelbe Gerade gefuͤhrt iſt, die Projektionsebenen nach zwey 
Geraden ſchneiden, welche durch dieſe nemlichen Punkte R und R gehen. Zieht man fo’ 
nach durch den Punkt R eine Gerade R T I, welche die Gerade NM in einem Punkt 
J ſchneidet und durch die zwey Punkte T und R die Gerade R T p, fo wird die 
Ebene, welche als Riſſe die Geraden L T, T p hat, die gegebene Ebene nach einer Gera; 
den ſchneiden, welche ſich nach L P und 7 p projektirt, (Art. 34.). Der Begegnungspunkt 
A der Geraden A B und LP, und der Begegnungspunkt a der Geraden a “ und 1 0, 
find die Projektionen des geſuchten Durchſchnittpunkts. Die, die beyden Punkte A und «a 
verbindende Gerade Aa muß ſenkrecht ſeyn, auf die Projektionsaxe N M. 


Sie bente Auf gab e. 


Aus einem gegebenen Punkt ſoll eine Senkrechte auf eine gegebene Ebene 
gefaͤllt werden? 


37. Auflöfung. (Taf. IV. Fig. 2.) Es ſeyen A B, B C die Riſſe der Ebene; 
der gegebene Punkt ſey in D und d projektirt. Um die Horizontalprojektion der ger 
ſuchten Geraden zu erhalten, fälle man aus D auf den Riß A B die Senkrechte D G, 
ſo iſt dieſe die geſuchte Projektion; denn die horizontal projektirende Ebene der ver— 
langten Geraden muß zu gleicher Zeit ſenkrecht auf die gegebene Ebene und auf die Ho⸗ 
rizontalebene ſeyn, ſie muß daher auch ſenkrecht ſeyn auf den Durchſchnitt dieſer beyden 
Ebenen, das heißt auf den Horizontalriß A B der gegebenen Ebene, und folglich muß 
die Horizontalprojektion der geſuchten Geraden ebenfalls ſenkrecht ſeyn auf dieſen Riß. 

Die gleiche Schlußfolge giebt die Senkrechte 4 g auf B C als eee der 
geſuchten Geraden. 

38. Der Satz, den wir 10 eben bewieſen haben: Daß, wenn eine Gerade ſenk⸗ 
recht auß eine Ebene iſt, die Projektionen der Geraden ſenkrecht auf die Riſſe der 
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Ebene ſeyen, iſt einer von denjenigen, welche die haͤufigſte Anwendung in der e 
lenden Geometrie finden. 

Das Umgekehrte deſſelben iſt ebenfalls wahr; nemlich: wenn die zwey Projektio⸗ 
nen einer Geraden ſenkrecht auf die Aiffe einer Ebene find fo iſt die Ebene ſelbſt 
ſenkrecht auf die Gerade; denn wenn man ſich durch jede Projektion der Geraden die 
projektirende Ebene derſelben denkt, ſo hat man zwey Ebenen deren gemeinſchaftlicher 
Durchſchnitt die projektirte Gerade iſt; nun aber iſt jede dieſer Ebenen ſenkrecht auf die, 
durch ihre Riſſe Gegebene, daher iſt ihr gemeinſamer Durchſchnitt, das heißt die projek— 
tirte Gerade, ſelbſt ſenkrecht auf dieſe letzte Ebene. 

39. Wenn aufgegeben waͤre, durch eine gegebene Gerade eine Ebene ſenkrecht auf 
eine andere gegebene Ebene zu führen, fo würde man aus irgend einem Punkt der ger 
gebenen Geraden eine Senkrechte auf die gegebene Ebene faͤllen, und die, durch dieſe 
Senkrechte und durch die gegebene Gerade gefuͤhrte Ebene (Art. 33.) waͤre die Verlangte; 
denn zwey Ebenen find ſenkrecht unter ſich, wenn die Eine von Ihnen, durch eine Senk⸗ 
rechte auf die Andere geht. 


Achte Aufgabe. 


Durch einen beſtimmten Punkt ſoll eine Gerade ſenkrecht auf eine gegebene 
Gerade gefällt, und der Begegnungspunkt der beyden Seraden konſtruirt 
werden? 25 
40. Aufloͤſung. Wenn man durch den bekannten Punkt eine Ebene ſenkrecht 
auf die gegebene Gerade führt, ſodann den Begegnungspunkt der Geraden mit dieſer 
Ebene konſtruirt, und dieſen Punkt und den Gegebenen durch eine zweyte Gerade verbin— 
det, ſo iſt dieſe die verlangte Senkrechte; denn ſie geht durch den beſtimmten Punkt, und 
ſchneidet die genannte Gerade; uͤberdem liegt ſie in einer auf dieſe Gerade ſenkrechten 
Ebene und iſt folglich ſenkrecht auf dieſelbe. 
Es ſeyen A B, a ö, (Taf. IV. Fig. 3.) die Projektionen der gegebenen Geraden; 
D, d die des gegebenen Punktes. Die Riſſe der Ebene, welche durch dieſen Punkt sen 
recht auf die gegebene Gerade geführt iſt, muͤſſen wechſelsweiſe ſenkrecht auf die Projektio⸗ 
nen A B, 4 5 ſeyn (Art. 38.). Ueberdem, wenn man in derſelben Ebene, und durch 
den en Punkt eine Parallele zu einem ihrer Riſſe, zu ihrem Horizontalriſſe zum 
Beyſpiel annimmt, deren Projektionen die Senkrechte D H auf A B, und die Pa 
rallele J zu LM find, und wenn man nach Art. 30. den Punkt ) konſtruirt, wo 
dieſe Parallele die Vertikalebene durchſchneidet, ſodann durch ? die Gerade A C ſenkrecht 
auf ab zieht, und durch den Begegnungspunkt dieſer Geraden mit der L M die Gerade 
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CE ſenkrecht auf A B, ſo ſind C E, C die Riſſe jener ſenkrechten Ebene. Eine durch 
den gegebenen Punkt angenommene Parallele zu dem Vertikalriſſe der ſenkrechten Ebene, 
deren Projektionen die, wechſelsweiſe auf AB, a 5 ſenkrechten- Geraden D K, d find, 
haͤtte zu dem nemlichen Reſultate geführt, . Die gegebene Gerade ſchneidet die letztgefun⸗ 
dene Ebene in einem Punkte, als deſſen Projektionen man nach Art. 35. die Punkte 
T und? findet; wenn man daher die Geraden D T, di zieht, ſo hat man die Projek- 
tionen der verlangten; auf die gegebene Gerade gefaͤllten . und die Projektio⸗ a 
nen des geſuchten Begegnungspunktes. 


Neunte Aufgabe. 

Es iſt eine Ebene gegeben, und ein Punkt in derſelben; man ſoll die Ebene 
nur eine der Projektionsebenen zurücklegen; und ſodann die neue Stellung des 
Punktes beſtimmen? 

41. Aufloͤſung. Taf. III. Fig. 1.) ES ſeyen T 8, S 5 die gegebenen Riſſe 
einer Ebene, welche Riſſe ſich in einem Punkte 8 die Projektionsaxe ſchneiden. Was die 
Projektionen A, a eines Punktes der Ebene betrifft, fo bemerken wir: wenn ein Punkt 
in einer Ebene enthalten ſeyn ſoll, ſo muß eine Parallele zu einem Riſſe der Ebene, 
welche durch dieſen Punkt geführt wird, die Projektionsebene, auf welcher ſich der zweyte 
Riß der Ebene befindet, in einem Punkte eben dieſes Riſſes treffen. Um ſich daher die 
Projektionen A, 4 eines in der Ebene T 8, S p gelegenen Punktes zu geben, wendet man 
folgende Konſtruktion an: 

Durch die willkührlich angenommene Horizontalprojektion A, werde eine Parallele 
A F zu dem Riſſe TS geführt; aus dem Punkt F, in welchem dieſe Parallele die Pro; 
jektionsaxe L M trifft, errichte man auf L. M die Senkrechte P 7, welche den Vertikalriß 
Sp. der gegebenen Ebene in einem Punkt 7 ſchneidet. Zieht man durch 7 eine unbe 
ſtimmte Parallele fa zu L M, und durch A eine Senkrechte A A auf L M, fo be 
ſtimmen dieſe beyden Geraden durch ihr Zufammentreffen in dem Punkt a, dieſen als 
Vertikalprojektion des gegebenen Punkts. 

Man hätte den Punkt a auch erhalten, wenn man durch A zu L M eine Parallele 
A K gezogen, und dieſe als die Horizontalprojektion einer Parallelen zu dem Riſſe 8 5. 
betrachtet haͤtte. Dieſe Parallele ſchneidet die Horizontalebene. in dem Punkt K, und man: 


*) Wir haben der Raumerſparniß wegen die auf vorliegende Aufgabe ſich beziehenden Konſtruk⸗ 
tionen! noch auf die zur Aufgabe IV. Art. 33. gehörige Figur eingezeichnet; die Anfänger 
werden abet wohl thun, dieſer Aufgabe eine beſondere Zeichnung zu widmen. 
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erhält ihre Vertikalprojektion a A, wenn man K 4 ſenkrecht auf L. M und a % parallel zu 
S 5 zieht. Die Vertikale A A a begegnet der a & in dem geſuchten Punkt a. 


42. Es ſey nun aufgegeben, die Ebene T 8, S 5, das heißt, die Ebene, deren Riſſe 
18 8 p find, um ihren Riß S p auf der Vertikalebene zu drehen, um fie auf dieſe 
Ehe zuruͤckzulegen. 


Wenn eine Ebene ſich um eine feſte Gerade als Axe N fo befchreibt jeder 
Punkt der Ebene einen Kreis, deſſen Ebene ſenkrecht auf die feſte e iſt, und deſſen 
Mittelpunkt in der nemlichen Geraden liegt. 


Bey der Umdrehung der gegebenen Ebene um ihren Vertikalriß S 5, 5 ſich folg⸗ 
lich der in A, a projektirte Punkt in einer Ebene, welche ſenkrecht auf 8 p iſt, und deren 
unbeſtimmte Vertikalprojektion man erhält, wenn man durch den Punkt a eine Gerade 
a nd ſenkrecht auf S p zieht; wenn daher die Ebene zuruͤckgelegt iſt, fo wird der in Rede 
ſtehende Punkt irgendwo in einen Punkt dieſer Geraden fallen. Es bleibt demnach nur 
noch der Halbmeſſer des durch denſelben Punkt beſchriebenen Kreiſes, das heißt, feine Ent: 
fernung von der Axe zu finden. Aber dieſe Entfernung iſt die Hypothenuſe eines recht— 
winkligen Dreyecks, deſſen Seiten a n und A A ſind. Errichtet man daher a m ſenkrecht 
auf an und macht am — A A fo iſt die Hypothenuſe m n des Dreyecks man 
gleich dieſer Entfernung, und wenn man die Weite m n von n nach a’ trägt, fo iſt a’ die 
Stellung des gegebenen Punkts, nachdem die Ebene, der er angehört, auf die Vertikalebene 
zurückgelegt iſt. 

Da der zuruͤckgelegte Punkt immer in gleichem Abſtande von jedem Punkte des Niffes 
S p bleibt, fo muß der Punkt a auch an dem Endpunkt der Geraden fa F A liegen; 
weil der Punkt 7 der Vertikalebene ſich mit dem in A, a projektirten Punkt in einer 
nemlichen Horizontalen befindet, und daher A F gleich der wahren Entfernung dieſer zwey 
Punkte iſt. (Art. 19.) 


Rehmen wir nun an, die gegebene Ebene drehe ſich um ihren Riß T 8 auf der 
Horizontalebene, um ſich auf dieſe aufzulegen, fo wird der Punkt, deſſen Projektionen 
A, a find, einen Kreis beſchreiben, deſſen Ebene die Horizontalebene nach der Geraden 
A Zz A” ſenkrecht auf TS ſchneidet; man konſtruirt den Punkt A”, in welchem der Um— 
fang dieſes Kreiſes durch die Horizontalebene geht, indem man aus K als Mittelpunkt, 
und mit einem Halbmeſſer K A“ = d einen Bogen beſchreibt, welcher die Gerade 
AZ & in dem Punkt A“ ſchneidet; denn a A iſt die wahre Laͤnge der in A K und 4 4 
projektirten Geraden. A 2 iſt daher die Entfernung des gegebenen Punkts von dem | 
Horizontalriß 8 J der gegebenen Ebene; dieſe Entfernung ift auch die Hypothenuſe eines 
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rechtwinkligen Dreyecks z K Z/, deſſen eine Seite a A iſt, und die andere A Z=A Z, 
und man hat folglich a * A Z. | 

43. Die beyden Riſſe T 8, S 5 der gegebenen Ebene ſchließen einen Winkel 
TS X ein, welchen man konſtruirt, indem man irgend einen Punkt * des Vertikalriſſes 
S p um den Horizontalriß T S als Scharnier dreht. Dieſer Punkt x auf die Horizon— 
talebene zuruͤckgelegt, fallt in der Senkrechten X X“ auf das Scharnier T 8, in einem 
Abſtande Z X' von dieſem Scharnier, gleich der Hypothenuſe des rechtwinkligen Dreyecks 
* X Z, in welchem die Seite * X gleich der Geraden Xv iſt. N 

Es iſt einleuchtend, daß man mittelſt der vorſtehenden Konſtruktionen uͤber die Ebe— 

ne, einen Punkt und eine Gerade dieſer Ebene, die wahre Geſtalt, den Flaͤcheninhalt 
und den Umfang einer jeden ebenen Figur beſtimmen koͤnne, deren zwey Projektionen ge⸗ 
geben ſind. 


Zehnte Aufgabe. 
Es find zwey Gerade gegeben, mittelſt ihrer Projektionen; man ſoll den Win: 
kel konſtruiren, den ihre Richtungen bilden, wenn die gegebenen Geraden ſich 
ſchneiden? 


44. Taf. V. Fig. 1. Es ſeyen A B, a b; A C. ae die gegebenen Projek⸗ 
tionen der Geraden; wir bemerken dabey: daß, da die zwey Geraden als ſich ſchneidend 
angenommen find, die Projektionen A, a ihres Durchſchnittspunkts in einer Senkrechten 
A a auf die Projektionsaxe L. M liegen muͤſſen. 

Nachdem man die Punkte D und E konſtruirt hat, in denen die gegebenen Geraden 
die Horizontalebene durchſchneiden, und die Gerade D E gezogen, ſo bildet dieſe mit den 
zwey Theilen der gegebenen Geraden, die zwiſchen ihrem Durchſchnittspunkt und den 
Punkten D und E gefaßt ſind, ein Dreyeck, in welchem der, der Seite D E gegenüber⸗ 
ſtehende Winkel der geſuchte iſt. Wenn man die Ebene dieſes Dreyecks um die Gerade 
D E als Scharnier dreht, um ſie auf die Horizontalebene niederzulegen, ſo beſchreibt der 
Scheitel des geſuchten Winkels einen Kreis, welcher die Horizontalebene in einem Punk 
te H der Geraden A FH ſchneidet, die durch den Punkt A ſenkrecht auf D E. gezogen 
iſt. Um den Punkt II zu beſtimmen, konſtruire man das rechtwinklige Dreyeck a & FE, 
deſſen Seite “ G gleich A F oder gleich A F iſt; man trage die Hypothenuſe 4 f" von 
F nach H, verbinde dieſen Punkt mit D und E durch zwey Gerade, und man erhaͤlt das 

Dreyeck D H E, in welchem der Winkel H gleich dem Winkel iſt, den die zwey gegebe⸗ 
nen Geraden einſchließen. | 
Wenn die gegebenen Geraden ſich nicht ſchnitten, fo würde man durch einen Punkt 
— 4 . 
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der Einen, eine Parallele zu der Andern fuͤhren und, wie oben, den Winkel dieſer zwey 
Geraden konſtruiren, welcher ſodann der geſuchte waͤre. 


Eilfte Aufgabe 


Es find zwey Ebenen gegeben, man ſoll den winkel konſtruiren, den fie 
unter ſich bilden? 


45. Aufloͤſ ung. Nachdem man die Durchſchnittslinie der beyden Ebenen 15 8 
ſtruirt hat, fuͤhre man eine dritte Ebene ſenkrecht auf dieſen Durchſchnitt. Dieſe Ebene 
ſchneidet die beyden Gegebenen nach zwey Geraden; der Winkel, den dieſe unter ſich 
bilden, iſt gleich dem Winkel der beyden Ebenen. 

Es ſeyen AB, A . (Taf. V. Fig. 2.) die Riſſe der erſten Ebene; CD, Cid die 
Riſſe der Zweyten, und folglich E F, e f die Projektionen der Geraden, nach welcher 
ſie ſich ſchneiden. (Art. 34.) Nachdem man durch einen beliebigen Punkt J der Geraden 
E F eine Gerade G 1 Ul ſenkrecht auf dieſelbe gezogen hat, betrachte man dieſe als den 
Horzzontalriß, der zu konſtruirenden dritten Ebene. Dieſe Ebene ſchneidet die Riſſe AB, 
B C in zwey Punkten G, H, und fie ſchneidet die Ebenen ſelbſt nach zwey Geraden, 
welche mit der G H ein Dreyeck bilden, in welchem der, der horizontalen Seite G H ge 


genuͤberſtehende Winkel der Geſuchte iſt. Laſſen wir die Ebene dieſes Dreyecks ſich um 


‚feine Grundlinie G H drehen, um ſich auf die Horizontalebene zuruͤckzulegen, ſo wird 
der Scheitel deſſelben ſich in irgend einen Punkt der Geraden E F auflegen, weil dieſe 
Gerade E F zugleich die unbeſtimmte Projektion einer auf die Horizontale G H ſenkrech⸗ 
ten Ebene iſt. Es bleibt alſo nur noch die Hoͤhe des Oreyecks, oder die Groͤße der 
Senkrechten, welche aus dem Punkt 1 auf den Durchschnitt der zwey Ebenen gefällt iſt, 
zu finden. We 
Dieſe Senkrechte liegt aber in der, durch E F geführten Vertikalebene, und wenn 
man dieſe Ebene um die Vertikale P / dreht, um ſie auf die vertikale Projektionsebene f 
zuruck zu legen, und hierauf F E von F nach E trägt, und F I von F nach i, Jo iſt 
die Gerade Ef die Groͤße desjenigen Stuͤckes der Durchſchnittslinie, welches zwiſchen 
den zwey Projektionsebenen gefaßt iſt; faͤllt man nun aus dem Punkt f auf jene Ge 
rade die Senkrechte 1 *, ſo iſt dies die Höhe des verlangten Dreyecks. Wenn man da⸗ 
her endlich, iA von J nach K traͤgt und das Dreyeck G K H vollendet, fo iſt der Win; 
kel bey K gleich dem von den beyden Ebenen gebildeten Winkel. 
446. Wenn der Winkel beſtimmt werden ſollte, den eine gegebene Ebene mit einer 
Peojektionsebene macht, fo wird in dieſem beſondern Fall die wendung der ſo eben 
vorgetragenen Methode weit einfacher. 


Aufgaben über die gerade Linie und die Ebene. 29 


Nehmen wir an, es ſolle der Winkel konſtruirt werden, den die, durch ihre Riſſe 


AB, A gegebene Ebene mit der vertikalen Projektionsebene macht. Durch einen Punkt 


P des Vertikalriſſes A 5 errichte man eine Senkrechte P R auf dieſen Riß, welche die 
Projektionsaxe in den Punkt R ſchneidet, und man betrachte fie als den Vertikalriß einer 
Ebene, welche ſenkrecht auf die vertikale Projektionsebene iſt. Der Horizontalriß dieſer 
Ebene wird daher die auf L M ſenkrechte Gerade R Q ſeyn. Dieſe Gerade ſchneidet den 
Horizontalriß A B in einen Punkt 2. Es folgt hieraus, daß die auf A“ ſenkrechte 
Ebene die Gegebene nach einer Geraden ſchneide, welche mit den zwey Geraden P R, RQ 


ein in R rechtwinkliges Dreyeck einſchließt, deſſen Seite PR und R Q find. Man 


konſtruire mittelſt dieſer Seiten das Dreyeck P R 9 oder P R Q, und der Winkel bey 


P oder P ift der Geſuchte. 


Auf gleiche Art würde man den Winkel der Horizontalebene und der gegebenen Ebene 


beſtimmen. 


Sy, 
rechte auf die Ebene fallt, ſo iſt der Winkel, den die Senkrechte mit der Geraden bildet, 


3woͤlfte Aufgabe. 
Es iſt eine Gerade und eine Ebene gegeben; man ſoll den Winkel konſtruiren, 
unter welchem die Gerade auf die Ebene trifft? 


47. Aufloͤſung. Wenn man aus einem Punkt der gegebenen Geraden eine Senk— 


das Complement des verlangten Winkels, und es iſt zur Loͤſung der Aufgabe hinreichend 
dieſen Winkel zu konſtruiren. 

Nun aber, wenn man auf jeder Projektion der Geraden einen Punkt nimmt, fo daß 
dieſe beyden Punkte in einer nemlichen Senkrechten auf die Projektionsaxe liegen, und wenn 
man durch jeden derſelben eine Senkrechte auf den entſprechenden Riß der Ebene faͤllt, 
fo hat man beyde Projektionen der zweyten Geraden. Die Aufgabe iſt alſo darauf zuruͤck 
gebracht, den Winkel zu konſtruiren, den zwey ſich ſchneidende Geraden bilden: wir 
uͤberlaſſen dem Leſer die Konſtruktion nach Art. 44. b 

48. Wenn man die Karte eines Landes aufzunehmen beabſichtigt, ſo nimmt man 


gewohnlich die merkwuͤrdigſten Punkte als durch gerade Linien unter ſich verbunden an; 


dieſe Geraden bilden Dreyecke, und es handelt fi ſodann darum, dieſe Dreyecke mittelſt 
eines kleineren Maaſtabes auf die Karte uͤberzutragen, und fie unter ſich eben fo zu ordnen, 
wie diejenigen, die ſie vorſtellen. Die auf dem Terrain vorzunehmenden Arbeiten beſtehen 
hauptſaͤchlich in der Meſſung der Winkel dieſer Dreyecke; und damit dieſe Winkel unmmit— 
telbar auf die Karte uͤbergetragen werden können, fo muß jeder von ihnen in einer Hori— 


zontalebene liegen, welche parallel zu jener der Karte iſt. Hat aber die Ebene des Win— 
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kels eine Neigung gegen den Horizont, ſo wird nicht mehr der Winkel ſelbſt uͤbergetragen, 
ſondern ſeine Horizontalprojektion; und man kann dieſe Projektion immer finden, wenn 
man außer dem Winkel ſelbſt auch noch die Winkel gemeſſen hat, die ſeine beyden Schen⸗ 
kel mit dem Horizonte bilden, was Veranlaſſung zu folgender Operation giebt, die unter 
dem Namen der Aeduktion eines Winkels auf dem Sorizont bekannt iſt. 


Dre yze hut e Aufgabe. 


Es iſt der Winkel zweyer Geraden gegeben, nebſt den Winkeln, welche jede 
von ihnen mit der Sorizontalebene bildet; man ſoll die Sorizontalprojektion 
des Erſten konſtruiren? 


49. Aufloͤſung. Es ſey A, (Fig. 3. Taf. V.) die Horizontalprojektion des Schei⸗ 
tels des gegebenen Winkels, und A B die Horizontalprojektion eines feiner Schenkel, fo 
daß demnach die Andere zu konſtruiren bleibt. Man denke ſich die vertikale Projektionsebe⸗ 
ne, durch A B gehend, und nachdem man durch den Punkt A eine unbeſtimmte Vertikale 
A a gezogen; nehme man auf derſelben einen beliebigen Punkt d, den man als Verti— 
kalprojektion des Scheitels des beobachteten Winkels betrachte. Iſt dies geſchehen, ſo ziehe 
man durch den Punkt 4, die Gerade dB, welche mit der Horizontalen einen Winkel 
d B A einſchließt, gleich jenem, welchen der erſte Schenkel mit dem Horizonte bildet, 
und man findet B als den Begegnungspunkt dieſes Schenkels mit der Horizontalebene. 
Wenn man ebenſo, durch den Punkt d die Gerade 4 C zieht, welche die Horizontale 
unter einem Winkel 4 C A trifft, gleich dem Winkel, den die zweyte Gerade mit dem 
Horizonte macht, und wenn man aus A als Mittelpunkt, und mit einem Halbmeſſer 
A C einen unbeſtimmten Kreisbogen C E F befchreibt, fo kann die zweyte Gerade die 
Horizontalebene nur in einen Punkt dieſes Boges C E F treffen. Es handelt ſich da; 
her nur noch die Entfernung dieſes Punkts von irgend einem Andern, wie B zu finden. 

Nun aber liegt dieſe letzte Entfernung in der Ebene des beobachteten Winkels; 
zieht man daher die Gerade d D fo, daß der Winkel D B gleich iſt dem Beobachteten, 
und trägt J C von d nach D, fo iſt die Gerade D B gleich dieſer Entfernung. 

Wenn man daher aus B, als Mittelpunkt, und mit einem Halbmeſſer gleich B D 
einen Kreisbogen beſchreibt, fo iſt der Punkt E, wo dieſer den erſten Bogen C E F 
ſchneidet, der Begegnungspunkt des zweyten Schenkels mit der Horizontalebene; die Ger 
rade A E iſt daher die Horizontalprojektion dieſes Schenkels, und der Winkel BA K 
iſt die Horizontalprojektion des beobachteten Winkels. 


“> 
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Aufgaben über die gerade Linie und die Ebene. 31 
Vier zehnte Aufgabe. 


Es ſind zwey Gerade im Raume gegeben; man ſoll diejenige Gerade konſtruiren, 
welche auf beyden ſenkrecht iſt, und welche ihre kuͤrzeſte Entfernung mißt? 


50. Aufloͤſung. Nachdem man durch einen beliebigen Punkt der erſten Gera; 
den eine Parallele zu der Zweyten, und durch dieſe Beyden eine Ebene geführt 
hat, welche ſonach parallel zu der zweyten Geraden iſt, projektire man die zweyte 
Gerade auf dieſe Ebene. Dieſe Projektion der zweyten Geraden wird die erſte Gerade 
in einen Punkt ſchneiden, durch welchen man eine Senkrechte auf die, zu der Zweyten 
parallele Ebene errichte. Dieſe Senkrechte iſt die Geſuchte und auf ihr wird die kuͤrze— 
ſte Entfernung der gegebenen Geraden gemeſſen; denn ſie geht durch einen Punkt der er— 
ſten Geraden und iſt ſenkrecht auf eine Ebene, in welcher dieſe Gerade liegt; ſie iſt fer⸗ 
ner in der projektirenden Ebene der zweyten Geraden auf die Ebene, in welcher die Erſte 
liegt, enthalten; ſie ſchneidet daher die zweyte Gerade und iſt ſenkrecht auf ſie, weil ſie 
ſenkrecht auf eine Ebene iſt, welche eine Parallele zu dieſer zweyten Geraden enthaͤlt. 

Es ſeyen A B, a 0 (Taf. VI. Fig. 1.) die Projektionen der erſten Geraden; CD, 
c d die Projektionen der Zweyten. 

Die erſte Gerade trifft die Vertikalebene in einem Punkt 5, deſſen Horizontalpro— 
jektion B iſt; wenn man durch 6, eine Parallele de zu dc zieht, und durch B eine 
Parallele B E zu D C, fo hat man die Projektionen der Parallelen zu der zweyten Ge: 
raden; dieſe Parallele trifft die Horizontalebene in dem Punkt E, die erſte Gerade trifft 
dieſelbe Ebene in A; die Gerade A E, welche dieſe Punkte verbindet, iſt daher der Ho: 
rizonralriß der Ebene, welche durch die erſte Gerade parallel zu der Zweyten gefuͤhrt iſt. 
Der Vertikalriß derſelben Ebene iſt F 5; der Punkt F liegt auf der Projektionsaxe L M 
und in der Verlaͤngerung der Geraden A E. Wir wollen dieſe Ebene mit J bezeichnen. 
Die zweyte Gerade ſchneidet die Horizontalebene in einem Punkt C, welcher ſich in c 
auf die Vertikalebene projektirt. Die Projektion dieſes Punkts auf der Ebene L liegt 
in der Senkrechten auf die Ebene L, deren Projektionen C G, c K wechſelsweiſe ſenk— 
recht auf die Riſſe A F, F 5 der Ebene Z find, Nun aber ſchneidet die durch CG H 

geführte Vertikalebene, die Ebene Z nach einer Geraden deren Vertikalprojektion g A iſt, 
und folglich iſt der Punkt 5, der Durchſchnitt der Geraden g 1, c K, die Vertikalprojek⸗ 
tion der Projektion des Punkts C auf der Ebene Z, und der Punkt! iſt die Horizontal— 
projektion deſſelben. Da nun die zweyte gegebene Gerade, welcher der Punkt Caangehoͤrt, 
parallel zu der Ebene Z iſt, ſo projektirt fie ſich auf dieſe Ebene nach einer Geraden, welche 
parallel zu ihr ſelbſt iſt; dieſe Gerade hat daher zu Projektionen die Geraden IN, in, 
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welche wechſelsweiſe parallel zu C D und ed find, und fie begegnet der erſten Geraden 
in einem Punkt, der ſich nach N und nz projeftirt, 

Dieſer Punkt, der Durchſchnitt der erſten Geraden und der Ebene, welche die 
zweyte Gerade auf die Ebene J projektirt, gehoͤrt der geſuchten Senkrechten ET, die zwey 
gegebenen Geraden an. 

Nun aber iſt dieſe Senkrechte auf die zwey Geraden auch ſenkrecht 75 die Ebene 
I; fie hat daher zu Projektionen die ſenkrechten Geraden PN, prR, auf die Riſſe 
AF,F ö der Ebene J. Das zwiſchen den zwey gegebenen Geraden gefaßte Stuck die⸗ 
fer Senkrechten hat zu Projektionen die Geraden PN, vn, man konſtruire deſſen Län: 
ge, und man hat alsdann die kuͤrzeſte Entfernung der zwey gegebenen Geraden nach 
Groͤße und Richtung. 5 

Wenn man blos die abſolute Groͤße dieſer Entfernung verlangte, ſo wuͤrde die Kon⸗ 
ſtruktion weit einfacher. In der That, nachdem man die Riſſe A E F, Fb der Ebene Z, 
welche durch die erſte Gerade, parallel zu der Zweyten gefuͤhrt iſt, beſtimmt hat, haͤtte 
man durch den Punkt C, in welchen die zweyte Gerade die Horizontalebene trifft, eine 
Vertikalebene C G ſenkrecht auf den Riß A F der Ebene Z führen koͤnnen. Diefe Ber; 
tikalebene würde die Ebene Z nach einer Geraden ſchneiden, deren Länge die Hypothenuſe 
eines rechtwinkligen Dreyecks G H wäre, deſſen Seite H gleich der Vertikalen A . 
iſt. Faͤllt man nun aus dem Punkt C die Senkrechte C 1 auf dieſe Hypothenuſe G K, 
fo wäre C' die Länge der kuͤrzeſten Entfernung der zwey Geraden. 

51. Die folgende Konſtruktion, kann der Vorſtehenden als Bewaͤhrungsmittel 
dienen: man ziehe die Senkrechte J I auf G C , und die Senkrechte Ti auf die Pro: 
jektionsaxe L M. Dieſe Senkrechte I 1 ſchneidet die Gerade / g in dem Punkt 1, wodurch 
die zwey Projektionen des Punkts J, 1 beſtimmt werden. Durch I und: ziehe man I N 
und in parallel zu C D und 4, und man hat die Projektionen der Parallelen zu der 

zweyten gegebenen Geraden; dieſe Parallele begegnet der erſten Geraden in einem Punkt, 
deſſen Projektionen N und n find‘, und welcher die Projektionen N P/ n y der Sentueh: 
ten auf die zwey gegebenen Geraden beſtimmt. 


*) Wir werden im zweyten Buche (Art. 95) noch eine Auflöſung der vorſtehenden Aufgabe 
vortragen, welche auf die Betrachtung der tangirenden Ebene zu einer Cylinderfläche gegrün⸗ 
det iſt. 


Aufgaben über die gerade Linie und die Ebene, 33 


Die vierzehn vorſtehenden Beyſpiele, ob fie gleich nicht alle Hülſsmittel der Projektionsmethode 
zeigen können, umfaſſen doch alle Grundſätze, auf denen die Löſung der Aufgaben über die Ebene 
und gerade Linie beruht; ſo daß jeder ſich ergebende Fall nur die Wiederholung von einer oder 
mehreren der angeführten Konſtruktionen erfedert. 

Es iſt unerläßlich, daß die Anfänger, um ſich mit dieſen Konſtruktionen vollkommen vertraut 
zu machen, dieſelben noch an manigfachen Beyſpielen üben, weßhalb wir einige hieher ſetzen, wobey 
es ihrer Geſchicklichkeit überlaſſen iſt, durch eine paſſende Wahl der Projektionsebenen, die einfachſten 
und expeditivſten Mittel anzuwenden. 


1) Man fol die Horizontal- und Vertikalprojektion eines regulären Dodekaeders konſtruiren, 
und den Schnitt dieſes Körpers, durch eine ihrer Stellung nach gegebene Ebene? 


N 2) Es ſind im Raume zwey Gerade gegeben, die ſich nicht begegnen, man ſoll die Stellung 
einer dritten Geraden beſtimmen, welche parallel zu einer gegebenen Richtung iſt, und zu gleicher 
Zeit die beyden Erſten ſchneidet? 


3) Auf einer Ebene iſt die Projektion eines bekannten Winkels gegeben, nebſt der Stellung 
eines Schenkels deſſelben in Bezug auf die nemliche Ebene; man ſoll die Stellung des zweyten 
Schenkels finden? 


* 


| 4) Es iſt eine Gerade, und eine mit ihr nicht parallele Ebene gegeben, man ſoll durch die 
Gerade eine zwehte Ebene führen, welche mit der Gegebenen einen beſtimmten Winkel bildet. 


5) Man ſoll durch einen gegebenen Punkt des Raumes eine Gerade führen, welche jede der 
beyden Projektionsebenen unter beſtimmten Winkeln ſchneidet. 


6) Durch einen gegebenen Punkt des Raumes, ſoll eine Ebene gelegt werden, welche mit 
beyden Projektionsebenen beſtimmte Winkel einſchließt. 
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Krumme Flachen. 


E ſt eis Kd ib 
Vonder Erzeugung der Flächen. 


52. Die Annahmen, welche die Grundlage der Projektionsmethode bilden, eignen 
ſich vollkommen zur Darſtellung eines Punkts im Raume, ſo wie einer jeden geraden 
oder krummen Linie; ſie ſind ferner ganz paſſend, um die Stellung und Geſtalt eines 
Koͤrpers auszudruͤcken, deſſen Graͤnzen ebene Flaͤchen, geradlinige Kanten und die Scheitel 
koͤrperlicher Winkel ſind; weil in dieſem Falle der Koͤrper vollkommen beſtimmt iſt, ſobald 
man die Stellung aller ſeiner Kanten und der Scheitel aller ſeiner Winkel kennt. Aber, 
wenn der Koͤrper durch eine einzige krumme Flaͤche begraͤnzt waͤre, deren ſaͤmmtliche 
Punkte einem nemlichen Geſetze unterlaͤgen, wie bey der Kugel; oder durch ſtuͤckweiſe 
Zuſammenfuͤgung verſchiedener krummer Flaͤchentheile, wie bey gedrehten Körpern, jo wär 


ren dieſe Annahmen nicht nur unbequem, unpraktiſch, und hätten den Fehler kein Bild 


zu geben, ſondern ſie ermangelten noch ‚überdies der Fruchtbarkeit, und ſie wären unzu⸗ 
reichend. | 

Vorerſt iſt leicht zu erſehen, daß die Annahmen, welche wir aufgeſtellt haben, fuͤr 
ſich allein beſtehend, unbequem und auch unpraktiſch waͤren; denn man muͤßte, um die 
Stellung aller Punkte einer krummen Fläche auszudrucken, nicht allein die Vertikal- und 
Horizontalprojektion eines Jeden angeben, ſondern die beyden Projektionen deſſelben Punkts 
müßten auch untereinander verbunden werden, damit man nicht Gefahr liefe, die Hori— 
zontalprojektion irgend eines Punkts mit der Vertikalprojektion eines Andern zuſammen 
zu nehmen, und da, wie wir geſehen haben, die einfachſte Verbindung ſolcher zwey Punk— 
te, durch eine auf die Projektionsaxe ſenkrechte Gerade geſchieht, fo würde man die Zeich⸗ 
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nungen mit einer außerordentlichen Anzahl von Linien uͤberladen, die eine um fo größere 
Verwirrung darauf hervorbraͤchten,, je genauer man ſeyn wollte. Wir werden ſogleich 
zeigen, daß dieſe Methode auch unzureichend waͤre, und daß ihr die noͤthige Fruchtbarkeit 
fehlte. ö 

Unter der unendlichen Anzahl verſchiedener krummer Flaͤchen, giebt es Einige, die 
ſich nicht über einen endlichen und umgraͤnzten Theil des Raumes hinaus erſtrecken, und 
deren Projektionen einen, nach allen Richtungen beſchraͤnkten Umfang haben. Die Ku; 
gelfläche iſt zum Beyſpiel in dieſem Fall: die Ausdehnung ihrer Projektion auf einer 
Ebene beſchraͤnkt ſich auf die eines Kreiſes, von demſelben Halbmeſſer wie die Kugel, 
und es laͤßt ſich annehmen, daß die Ebene, auf welcher die Projektion derſelben gemacht 
werden ſoll, hiezu hinreichend groß ſey. Aber alle Cylinderflaͤchen ſind nach der Richtung 
der Geraden, die ſich auf ihnen ziehen laſſen, unbeſtimmt; ſelbſt die Ebene, die einfachſte 
aller Flaͤchen iſt nach zwey Richtungen unbeſtimmt; endlich giebt es eine große Zahl 
krummer Flächen, die ſich zu gleicher Zeit: nach allen Regionen des Raums ausbreiten. 
Nun aber haben die Ebenen, auf welchen man die Projektionen ausfuͤhrt, nothwendig 
eine begraͤnzte Ausdehnung; beſaͤße man daher kein anderes Mittel, um die Natur einer 
krummen Flaͤche kennen zu lernen, als die zwey Projektionen eines jeden Punkts, durch 
welchen ſie geht, ſo waͤre daſſelbe nur auf diejenigen Punkte der Flaͤche anwendbar, die 
der Ausdehnung der Projektionsebenen entſpraͤchen, alle jene, welche daruͤber hinaus laͤ— 
gen, koͤnnten weder ausgedruckt, noch erkannt werden; und ſonach wäre die Methode un: 
zureichend. Sie ermangelte endlich der Fruchtbarkeit, weil man Nichts daraus ableiten 
koͤnnte, was Bezug hat auf die tangirenden Ebenen der Flaͤchen, auf ihre Normalen, 
auf ihre Wendungslinien, auf ihre Ruͤckkehrkanten, auf ihre vielfachen Punkte, auf ihre 
vielfachen Linien, auf alle jene Eigenſchaften endlich, welche nothwendig betrachtet werden 
muͤſſen, ſobald man auf einer krummen Flaͤche arbeiten will, - 

Es bedurfte daher noch einer ferneren Annahme, welche vereinbar mit der Erſten, 
dieſelbe überall ergänzte, wo fie nicht zureichte. Auf dieſe weitere Annahme follen uns 
die folgenden Betrachtungen leiten.“ 

53. Gleich wie eine Linie eine Reihe von Punkten des Raumes iſt, die nach 
einem gewiſſen Geſetze der Stetigkeit unter ſich verbunden ſind, eben ſo iſt eine Flaͤche, 
das Ganze aller Punkte des Raumes, welche eine beſondere Eigenthuͤmlichkeit gemein has 
ben. Wenn aber ein Punkt ſich im Raume nach irgend einem Geſetze bewegt, ſo iſt der 
geometriſche Ort ſeiner Bewegung eine Linie. Laſſen wir eine Linie, ſich nach irgend ei— 
nem Geſetze im Raume bewegen, wobey ſie entweder, indem ſie ihre Stellung veraͤndert, 
ihre Geſtalt unveraͤnderlich beybehalten, oder zu gleicher Zeit Stellung und Geſtalt ver— 
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ändern kann, ohne jedoch ihre Natur zu wechſeln; fo iſt der geometriſche Ort ihrer Be: 
wegung, oder was daſſelbe iſt, das Ganze aller auf einanderfolgenden Stellungen, welche 
die bewegliche Linie nacheinander einnahm, eine Flaͤche. 

Man kann dem zufolge eine krumme Fläche betrachten, als ſey fie durch die Be: 
wegung einer Linie von beſtaͤndiger oder veraͤnderlicher Geſtalt entſtanden: und die Flaͤche 
wird beſtimmt ſeyn, ſobald man folgende drey Stuͤcke kennt: 1tens die Geſtalt der. ber 
weglichen Linie, tens das Geſetz ihrer Bewegung und Ztens das Geſetz ihrer Geſtalt— 
veraͤnderung. f 

54. Dieſe Betrachtungsweiſe der krummen Flächen: als den Ort irgend einer ber. 
weglichen Linie, deren beſtaͤndige oder veraͤnderliche Geſtalt in jedem Augenblick der Bes 
wegung gegeben iſt, hat man in der darſtellenden Geometrie angenommen; fie bildet die 
Erganzung der Projektionsmethode; und wir werden haͤufige Gelegenheit haben uns von 
ihrer Einfachheit und von ihrer Fruchtbarkeit zu uͤberzeugen. 

55. Wir werden der beweglichen Linie, durch deren Orts- und Geſtaltveränderung 
eine krumme Flaͤche entſteht, den Namen der Erzeugungsli inie dieſer Fläche geben. 

Gewoͤhnlich iſt das Bewegungsgeſetz einer Erzeugungslinie dadurch gegeben, daß 
dieſe Linie eine beſtimmte Stellung in Bezug auf andere bekannte Linien haben ſoll; 
dieſe Letzteren werden wir die Leitlinien der Flaͤche nennen. 

56. Alſo nicht durch die Angabe der Projektionen einzelner Punkte, durch welche 
eine krumme Flaͤche geht, wird die Geſtalt und Stellung derſelben beſtimmt, ſondern da; 
durch, daß man die Mittel angiebt, um fuͤr jeden beliebigen Punkt einer Flache die Er⸗ 
zeugungslinie konſtruiren zu koͤnnen, in der Stellung und Geſtalt, die ſie haben muß, 
indem ſie durch dieſen Punkt geht, und wir ſtellen daher den Grundſatz auf: eine krum⸗ 
me Släche ift beſtimmt, wenn man für jeden Punkt derſelben, deſſen eine Projek⸗ 
tion beliebig angenommen ſeyn kann, die Projektionen der eee zu kon 
ſtruiren weiß, welche durch dieſen Punkt geht. 

57. Man kann es als eine Folge dieſer Annahme betrachten, daß wir die Ebene, 
die einfachſte aller Flaͤchen, nicht durch die Angabe von drey ihrer Punkte beſtimmt ha⸗ 
ben, welche hinreichend waͤren, um ihre Stellung feſtzuſetzen; ſondern durch Angabe ihrer 
Riſſe, von denen man jeden als die Erzeugungslinie der Ebene betrachten kann, welche 
ſich ſo bewegt, daß alle ihre Punkte Parallelen zu dem zweyten Riſſe beſchreiben. 

In den folgenden Nummern werden wir die Erzeugungen einiger beſonderer Gat⸗ 
tungen von krummen Flaͤchen durchgehen, und dadurch dasjenige noch deutlich machen, 
was dieſe Allgemeinpeiten allenfalls dunkel gelaſſen haben koͤnnten. 
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Von einigen krummen Flaͤchen insbeſondere. 
N Von den Cylinderflaͤchen. | 


358. Die Cylinder werden hauptſaͤchlich auf folgende zwey Arten erzeugt. Erſtlich 
durch die Bewegung einer geraden Linie, welche, indem ſie beftändig parallel zu einer 
gegebenen Richtung bleibt, ſich bey ihrer Bewegung auf eine gegebene krumme Linie 
ſtuͤtzt; oder zweytens, durch die Bewegung der Krummen, welche im erſten Fall als 
leitende Linie diente, und welche ſich ſo bewegt, daß, waͤhrend ſie ſich immer mit dem 
nemlichen Punkte an eine gegebene Gerade anlehnt, alle ihre uͤbrigen Punkte Parallelen 
zu dieſer Geraden beſchreiben. 

Die erſte Erzeugungsart der Cylinder Br die gerade Linie iſt die, unter welcher 
man dieſe Flaͤchen am gewoͤhnlichſten betrachtet. In beyden Arten bleibt übrigens die 
Erzeugungslinie beſtaͤndig von Geſtalt, ſie veraͤndert blos ihre Stellung im Raume. 

Es iſt aus dem Geſagten erſichtlich, daß es ſo viele Arten von Cylindern gaͤbe, als 
ſich verſchiedene Leitlinien nehmen laſſen, um die Bewegung der geraden Erzeugungslinie 
zu leiten; und daß man mit einer nemlichen Leitlinie wiederum unendlich verſchiedene 
Varietaͤten von Cylindern bilden koͤnne, je nach der verſchiedenen Neigung, welche man 
der geraden Erzeugungslinie giebt. 

Eine für die darſtellende Geometrie fehr wichtige Klaſſe von Cylindern find die pro 
jektirenden Flaͤchen der krummen Linien (Art. 13). Dies ſind Cylinder, welche als 
Leitlinien die Projektionen der Krummen haben, und deren Erzeugungslinien fenfrecht 
auf die Projektionsebenen ſind. 

Wenn die Leitlinie eines Cylinders eine ebene Kurve iſt, ſo heißt ſie gewoͤhnlich die 
Baſis oder Grundlinie deſſelben. Je nachdem dieſe Baſis ein Kreis, eine Ellipſe, 
eine Parabel u. ſ. w. iſt, erhält die Fläche die Benennung: kreisfoͤrmiger, ellipti— 
ſcher oder paraboliſcher Cylinder ꝛc. Ferner find die Cylinder gerade oder ſchief, 
je nachdem die gerade Erzeugungslinie ſenkrecht oder ſchief auf die Ebene der Grundli— 
nie iſt. | 

Jede einzelne Stellung der geraden ee e nennt man in den mechaniſchen 
Künſten eine Kante des Cylinders. 

Man kann die Cylinder als Prismen von unendlich ſchmalen Seiten betrachten, 
oder vielmehr als die Graͤnze aller Prismen, deren Grundlinien um die der Cylinder 
umſchriebene oder eingeſchriebene Polygone ſind. 
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Von den Kegel flachen. 

59. Die Kegelflaͤchen haben fo wie die Cylinder ebenfalls zwey Haupterzeugungs⸗ 
arten. Man kann ſie einmal betrachten als durch eine unbeſtimmte Gerade hervorgebracht, 
welche immer durch einen gegebenen feſten Punkt geht und ſich dabey auf eine gegebene 
Kurve als Leitlinie ſtuͤtzt. Der einzige Punkt, durch den die Gerade immer geht, iſt der 
Mittelpunkt der Flaͤche, ſehr ungeeignet hat man ihm den Namen des Scheitels 
gegeben. a | 

Man kann die Kegelflaͤchen auch auf eine zweyte Art erzeugen, welche wir hier zu 
mehrerer Einfachheit, nur auf diejenigen von kreisfoͤrmigen Leitlinien anwenden wollen. 
Dieſe Flaͤchen koͤnnen betrachtet werden, als von einem Kreiſe durchlaufen, welcher ſich 
ſo bewegt, daß, waͤhrend ſein Mittelpunkt immer in der nach dem Mittelpunkt der Flaͤ⸗ 
che gerichteten Geraden bleibt, fein Halbmeſſer in jedem Augenblick der Bewegung pro— 
portional ſey, zu der Entfernung ſeines Mittelpunkts von jenem der Flaͤche. 

Es iſt einleuchtend, daß, ſo wie die Ebene des Kreiſes ſich gegen den Mittelpunkt 
der Flaͤche bewegt, der Halbmeſſer deſſelben abnehme, und Null werde, wenn die Ebene 
durch den Mittelpunkt geht, und daß dieſer Halbmeſſer ſeine Richtung aͤndere, um ſofort 
unbeſtimmt zu wachſen, ſo wie die Ebene, nachdem ſie den Mittelpunkt paſſirt hat, ſich 
mehr und mehr von demſelben entfernt. 

Bey dieſer zweyten Erzeugungsart aͤndert der Kreis, welcher Erzeugungslinie iſt, 
nicht nur die Stellung, er aͤndert auch die Geſtalt, weil er den Halbmeſſer aͤndert, und 
folglich Kruͤmmung und Ausdehnung. f 

60. Der Mittelpunkt vereinigt zwey durchaus gleiche Theile eines Kegels, welche 
zuſammen aber nur eine und dieſelbe Flaͤche konſtituiren. Wir nennen jeden dieſer Theile 
ein Netz der Flaͤche. Es iſt dieſes ein allgemeiner Grundſatz, daß man als zu einer 
und derſelben Flaͤche gehoͤrig alle jene Theile zu betrachten hat, welche durch eine nemliche 
Bewegung, oder durch eine nemliche Linie in ihrer ganzen Ausdehnung erzeugt werden 
koͤnnen, und wir nennen im Allgemeinen jeden ſolchen Theil ein Netz dieſer Flaͤche. 
Die Eintheilung einer Flaͤche in Netze iſt ganz analog mit der Eintheilung der Kurven 
in Zweige oder Schenkel. 

61. Die Familie der Cylinderflaͤchen kann als in jener der Kegelflaͤchen mitbegrif: 
fen betrachtet werden; um dieſes einzuſehen, denken wir uns die Leitlinie eines Kegels in 
einer unveraͤnderlichen Stellung, und nehmen wir an, daß der Mittelpunkt der Flaͤche, 
nach welchem alle geraden Erzeugungslinien zuſammenlaufen, in eine unendliche Entfer⸗ 
nung von dieſer Leitlinie uͤbergehe, ſo werden alle geraden Erzeugungslinien eine parallele 
Stellung unter ſich nehmen, und die Fläche wird fi in einen Cylinder verwandeln. 
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Wegen dieſer Analogie der beyden Flaͤchenfamilien wendet man auch auf beyde die 
gleiche Benennungsweiſe an; ſo nimmt man die ebene Leitlinie den Namen der Ba— 
ſis oder der Grundlinie, und jede einzelne Stellung der geraden Erzeugungslinie die 
einer Kante der Kegelflaͤche an ꝛc. 1 

Die einfachſte aller Kegelflaͤchen iſt der gerade kreis foͤrmige Kegel, er hat 
als Grundlinie einen Kreis, und der Mittelpunkt der Flaͤche liegt in der Axe dieſes Krei— 
ſes, welche zugleich der Axe des Kegels iſt. | 

Der ſchiefe kreisfoͤrmige Kegel hat als Grundlinie einen Kreis, aber die aus 
dem Mittelpunkt der Grundlinie nach jenem der Flaͤche gezogene Geraden iſt nicht ſenk— 
recht auf die Ebene dieſer Grundlinie. | | 

Man kann die Kegelflaͤchen als die Graͤnzen der Pyramiden betrachten, deren ge: 
meinſchaftlicher Scheitel im Mittelpunkt der Flaͤche liegt, und deren Grundlinien um die 
des Kegels umſchriebene oder eingeſchriebene Polygone find. (Man ſehe in Bezug auf 
die Kegel- und die Cylinderflaͤchen die Note 1 zu Ende dieſes Buches). 


Von den Umdrehungsflaͤchen. 


62. Wenn man irgend eine gerade oder krumme Linie, von einfacher oder dop— 
pelter Krümmung ſich dergeſtalt um eine feſte Gerade als Axe drehen laͤßt, daß jeder 
Punkt der beweglichen Linie immer in gleichem Abſtande von jedem Punkte der Axe 
bleibt, ſo erzeugt man durch die Bewegung dieſer Linie eine Umdrehungsflaͤche. 

Jeder Punkt der Erzeugungslinie einer Umdrehungsflaͤche beſchreibt bey ihrer Dre — 
hung den Umfang eines Kreiſes, die Ebenen aller dieſer Kreiſe ſind ſenkrecht auf die 
Axe und ihre Mittelpunkte liegen in dieſer Are. Wenn man durch irgend einen Punkt 
der Erzeugungslinie und durch die Axe eine Ebene annimmt, ſo laſſen ſich alle dieſe 
Eigenſchaften, nach dem was wir (Art. 42 u. 43.) uͤber die Bewegung einer Ebene und 
eines Punkts in derſelben geſagt haben, leicht erklaͤren. 

Die Umdrehungsflaͤchen koͤnnen auch betrachtet werden, als durch einen Kreis erzeugt, 
welcher ſich ſo bewegt, daß, waͤhrend ſein Mittelpunkt immer in der Are bleibt, und ſei— 
ne Ebene immer ſenkrecht auf dieſe Axe, ſein Halbmeſſer in jedem Moment der Bewe— 
gung gleich ſey der Entfernung des Punkts, in welchem die Ebene des Kreiſes die Axe 

durchſchneidet, von demjenigen, in welchem ſie eine im Raume gegebene Kurve trifft. 
| Hiebey aͤndert die Erzeugungslinie, deren Geſtalt bey der erſten Erzeugung beſtaͤndig 
blieb, zu gleicher Zeit Stellung und Geſtalt. 

63. Wenn man aus allen Punkten einer doppelt gekruͤmmten Erzeugungslinie ei— 
ner Umdrehungsflaͤche Senkrechte auf die Axe gefaͤllt denkt, und an derſelben beendigt, ſo 
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find dieſe die Halbmeſſer der von jenen Punkten beſchriebenen Kreiſe, und ihre Fußpunk 
te auf der Axe ſind die Mittelpunkte dieſer Kreiſe. Nun aber werden dieſe Halbmeſſer 
weder ihre Abſtaͤnde von einander, noch ihre Groͤße aͤndern, wenn man ſie ſaͤmmtlich auf 
eine durch die Axe geführte Ebene zurüucklegt; ihre Endpunkte, die immer noch der Flaͤche 
angehoͤren, werden eine beſondere ebene Kurve bilden, und dieſe ebene Kurve wird 
daher durch ihre Umdrehung um die Axe dieſelbe Flaͤche erzeugen, wie die vorgelegte Er— 
zeugungslinie von doppelter Kruͤmmung. Es laͤßt ſich eben ſo leicht beweiſen, daß nicht 
nur die genannte ebene Kurve, ſondern, im Allgemeinen, jede auf einer Umdrehungs: 
fläche verzeichnete Linie durch ihre Rotationsbewegung um die Axe wiederum die 
nemliche Släche erzeugen muͤſſen. 

Man nennt eine durch die Axe einer Umdrehungsflaͤche gehende Ebene eine Meri 
dianebene, und die krumme Linie, nach welcher eine ſolche Ebene die Flaͤche ſchnei— 
det, einen Meridian derſelben. 

Die Kreiſe, aus denen man eine Umdrehungsflaͤche zuſammengeſetzt betrachten Be a 
und deren Ebenen ſenkrecht auf die Axe und parallel unter ſich ſind, deen die Paral⸗ 
lelkreiſe oder auch blos die Parallelen der Flaͤche. 

64. Die Klaſſe der Umdrehungsflaͤchen iſt eine der zahlreichſten, welche in den Kuͤn— 
ſten angewendet werden und ihre Verfertigung iſt eine der einfachſten. Es giebt ſo viele 
Familien derſelben, als ſich verſchiedenerley Linien, oder auch ſelbſt Zuſammenſetzungen von 
Linien zu ihrer Erzeugung nehmen laſſen, und dieſe Familien zerfallen wiederum in ſehr 
unterſchiedene Arten, je nach der Stellung der Axe in Bezug auf die Erzeugungslinie. 

Die geraden Kegel und Cylinder von kreisfoͤrmigen Grundlinien ſind e 
flaͤchen, deren Meridian aus zwey geraden Linien gebildet wird. 

Die Kugel entſteht durch die Umdrehung eines Kreiſes um einen ſeiner Durch meſ— 
ſer. Wenn die Axe, um welche ein Kreis ſich dreht, nicht durch den Mittelpunkt deſſel— 
ben geht, ſo bildet man eine Flaͤche, welche zu der Familie der ringfoͤrmigen gehoͤrt. Die 
Ringe, die in den mechaniſchen Kuͤnſten ſo haͤufig vorkommen, ſind eine beſondere Art dieſer 
Flaͤchenfamilie. 


65. Wir wollen dieſe Aufzaͤhlung beſonderer krummer Flaͤchen fuͤr den Augenblick 
nicht weiter fortſetzen; die angeführten Beyſpiele werden die Richtigkeit unſeres oben auf: 
geſtellten Satzes deutlich gezeigt haben: „Daß es keine krumme Fläche gäbe, deren Geſtalt 
„und Stellung nicht vollkommen durch die genaue und vollſtaͤn dige Angabe ihrer 
„Erzeugung beſtimmt werden koͤnnte.“ Es iſt hiebey nur noch folgendes zu bemer— 
ken. tens da es leicht iſt, für jede krumme Flaͤche mannigfache Erzeugungsarten anzu 
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geben, fo bleibt es der Geſchicklichkeit und dem Scharfſinn des Arbeitenden überlaffen, in 
jedem einzelnen Falle diejenige zu waͤhlen, welche die einfachſte Kurve gebraucht, und die 
am wenigſten muͤhſamen Betrachtungen erheiſcht. 2tens hat eine vielfache Erfahrung ger 
zeigt, daß, anſtatt bey jeder krummen Flaͤche nur eine einzige Erzeugungsart zu betrach— 
ten, was das Studium des Geſetzes der Bewegung und der Geſtaltveraͤnderung der Er— 
zeugungslinie erfoderte; es oft weit einfacher ſey, zu gleicher Zeit zwey verſchiedene Er— 
zeugungsarten zu betrachten, und fuͤr jeden beliebigen Punkt die Konſtruktion zweyer 
Erzeugungslinien anzugeben. 

66. Um an einem Beyſpiel zu zeigen, mit welcher Einfachheit und Fruchtbarkeit 
die vorgetragene Betrachtungsweiſe der krummen Flaͤchen ſich zu allen graphiſchen Ope— 
rationen mit denſelben anwenden laſſe; nehmen wir an, es ſey eine krumme Flaͤche gege— 
ben, und es ſolle der Durchſchnitt dieſer Fläche mit einer gleichfalls gegebenen Ebene fon: 
ſtruirt werden. Wenn die Erzeugungslinie der vorgelegten Flaͤche in irgend einer ihrer 
Stellungen die gegebene Ebene durchſchneidet, was in einem oder in mehreren Punkten 
geſchehen kann, ſo gehoͤren dieſe Punkte, da ſie zu gleicher Zeit auf der Flaͤche ſowohl, 
als auf der durchſchneidenden Ebene liegen, offenbar dem Durchſchnitte dieſer beyden an. 
Hat man daher eine hinreichende Anzahl von Stellungen der Erzeugungslinie konſtruirt, 
und die Begegnungspunkte einer jeden mit der durchſchneidenden Ebene beſtimmt, und 
man verbindet die Vertikalprojektionen dieſer Begegnungspunkte durch eine erſte krumme 
Linie, ſodann die Horizontalprojektionen derſelben Punkte durch eine zweyte Krumme, ſo 
hat man die beyden Projektionen der geſuchten Durchſchnittslinie, und zwar um fo ge 
nauer, je mehr Begegnungspunkte der durchſchneidenden Ebene mit den verſchiedenen Er⸗ 
zeugungslinien man beſtimmt haben wird. 

Die Konſtruktionen der ebenen Schnitte der krummen Flaͤchen und der Durchſchnitte 
dieſer Flaͤchen unter ſich, find der Gegenſtand des Zten Buches. In den weiteren Ra 
piteln des gegenwärtigen Buches werden wir uns mit der Konſtruktion der tangirenden 
Ebenen und der Normalen zu den krummen Flaͤchen beſchaͤftigen. 


ehtes Kap ik el. 
Von den Tangenten, den tangirenden Ebenen und den Normalen zu den 
krummen Linien und Flaͤchen. 
67. Nach der gemeinhin in der Geometrie angenommenene Erklaͤrung iſt eine 
krumme Linie diejenige, deren Richtung ſich ſtetig veraͤndert. Denken wir uns an irgend 
1 6 
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einem Punkt einer krummen Linie eine Gerade dergeſtalt gezogen, daß fie mit dem um- 
endlich kleinen Element der Krummen, welches die Richtung derſelben an dem genomme— 
nen Punkt beſtimmt, zuſammenfaͤllt, ſo iſt dieſe Gerade eine Tangente oder Beruͤh— 
rungslinie zu der Krummen. Der Punkt, durch welchen die Tangente geführt wur— 
de, heißt der Beruͤhrungspunkt. 

Man erklaͤrt auch eine Tangente als eine Gerade, welche dergeſtalt an eine krumme 
Linie gezogen iſt, daß man zwiſchen ihr und der Krummen keine andere Gerade mehr ziehen 
kann. Dieſe Erklaͤrung ſchließt aber offenbar die oben gegebene ein; denn nur deßwe— 
gen, weil die Tangente mit der Krummen am Beruͤhrungspunkt ein Element gemein hat, 
laßt ſich durch denſelben Punkt keine andere Gerade mehr zwiſchen jenen beyden Linien 
ziehen. 9 

68. Wenden wir unſere Definition, um ein Beyſpiel zu geben, auf einen bekann— 
ten Fall an. Die Kreislinie wird erzeugt durch den Endpunkt einer Geraden, die ſich i 
in einer Ebene, um einen auf ihr genommenen unveraͤnderlichen Punkt dreht. Da die 
Neigung der beweglichen Geraden und der erzeugten Linie offenbar in. allen Punkten der 
letzten unveraͤnderlich bleibt, und dieſe Neigung uͤberdies die gleiche iſt, ob die Gerade 
ſich nach der einen oder der andern Seite bewege, ſo folgt daraus, daß die Richtung der 
Kreislinie in jedem Punkte ſenkrecht auf den, dieſem Punkte entſprechenden Halbmeſſer 
ſey, und daß daher die Tangente an einem Punkt einer Kreislinie ebenfalls ſenkrecht auf 
den Halbmeſſer dieſes Punkts ſeyn muſſe; wie in den Elementen der Geometrie ber 
wieſen wird. 

69. Man nennt Normale die Gerade, welche durch einen Punkt einer ebenen 
krummen Linie ſenkrecht auf die Tangente an demſelben Punkt gezogen iſt. Die krum— 
men Linien von doppelter Krümmung koͤnnen keine beſtimmten Normalen haben; die Ebe— 
nen, welche durch einen ihrer Punkte ſenkrecht auf die Tangente an demſelben geführt 
find, beißen Normalebenen der krummen Linien von doppelter Krümmung. 


a ü gir een de e ben e . 


70. Denken wir uns an irgend einem Punkt einer krummen Flaͤche zwey ver— 
ſchiedene Erzeugungslinien in der Stellung, die ſie haben muͤſſen, wenn ſie durch dieſen 
Punkt gehen: wenn man an demſelben Punkt zu jeder von dieſen Erzeugungslinien die 
Tangente konſtruirt, und durch dieſe zwey Tangenten eine Ebene fuͤhrt, ſo iſt dieſe eine 
tangirende Ebene zu der Flaͤche. Der Punkt der Fläche, in welchem die zwey Erz 
zeugungslinien ſich ſchneiden, und welcher zugleich auch den beyden Tangenten und der; 
tangirenden Ebene gemeinſchaftlich iſt, heißt der Berührungspunkt der Flaͤche und der 
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Ebene. Dieſe Erklaͤrung ſchließt die Bedingung ein, daß die tangirende Ebene am Be— 
ruͤhrungspunkt die Tangenten zu allen Linien enthalte, welche durch jenen Punkt auf der 
Flaͤche gezogen werden koͤnnen. | | | 

71. Wie bey den Linien, ſo heißt auch bey den Flächen die Gerade, welche durch 
den Beruͤhrungspunkt ſenkrecht auf die tangirende Ebene gefuͤhrt iſt, Normale zu der 
Flaͤche. Sie iſt ſenkrecht auf das Element der Flaͤche, weil die Richtung dieſes Elements 
nach allen Seiten mit jener der tangirenden Ebene zuſammenfaͤllt, welche als die Ver— 
laͤngerung deſſelben betrachtet werden kann. 

72. Die Betrachtung der tangirenden Ebenen und der Normalen zu den krum⸗ 
men Flaͤchen iſt fur einen großen Theil der Kuͤnſte ſehr nuͤtzlich, und mehreren von ihnen 
iſt ſie durchaus unerlaͤßlich. Wir wollen von jedem dieſer Faͤlle nur ein einziges Bey— 
ſpiel anfuͤhren, und dieſe aus der Baukunſt und der Mahlerey entlehnen. 

Die verſchiedenen Theile, aus denen die, von behauenen Steinen erbauten Gewoͤlbe 
zuſammengeſetzt ſind, heißen Gewoͤlbſteine, und man nennt Fugen, diejenigen Seiten 
flächen, mit welchen zwey aneinanderſtoßende Gewoͤlbſteine ſich berühren; ſey es nun, 
daß dieſe Gewoͤlbſteine einer nemlichen Schichte angehoͤren, oder daß ſie in zwey aufein— 
anderfolgenden Schichten enthalten ſind. 

Die Stellung der Fugen bey den Gewoͤlben unterliegt mehreren nothwendig zu er— 
füllenden Bedingungen; wir wollen hier nur diejenigen herausheben, die ſich auf unfern 
Gegenſtand beziehen. Eine dieſer Bedingungen iſt, daß die Fugen ſenkrecht unter ſich ſeyen, 
und daß ſie ſaͤmmtlich ſenkrecht auf die Oberflaͤche des Gewoͤlbes ſtoßen. Wenn man 
ſich merklich von dieſem Geſetze entfernte, fo wiirde man nicht nur die allgemeine Kon— 
venienz verletzen, ohne welche Nichts wohlgefaͤllig erſcheint, ſondern man wuͤrde auch Ge— 
fahr laufen, das Gewölbe weniger feſt und weniger dauerhaft zu machen; denn wenn 
eine dieſer Fugen ſchief auf die Oberfläche des Gewoͤlbes wäre, fo hätte der Eine von 
den zwey, an dieſe Fuge anſtoßenden Gewoͤlbſteinen einen ſtumpfen, und der Andere 
einen ſpitzen Winkel, und bey der Reaktion, welche die beyden Gewoͤlbſteine gegen ein— 
ander ausüben, wären dieſe zwey Winkel nicht des gleichen Widerſtandes fähig; der ſpitzige 
Winkel wuͤrde wegen der Zerbrechlichkeit der Materialien dem Zerſpringen ausgeſetzt ſeyn, 
wodurch die Geftalt des Gewoͤlbes geändert, und die Dauer des Gebäudes gefährdet 
wäre. Die Zerlegung eines Gewoͤlbes in Gewoͤlbſteine erheiſcht ſonach unumgaͤnglich 
die Betrachtung der tangirenden Ebenen und der Normalen zu der krummen Oberflaͤche 
des Gewoͤlbes. , 

73. Gehen wir nun zu einem andern Beyſpiele über, das aus einer Gattung ge: 
nommen iſt, die auf den erſten Anblick keiner ſo großen Strenge faͤhig ſcheint. 

6 * 
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Man iſt gewohnt, die Mahlerey als aus zwey verſchiedenartigen Theilen zuſammen⸗ 
geſetzt zu betrachten. Der Eine iſt die Kunſt im eigentlichen Sinne, und hat zum Zweck, 
in dem Beſchauer eine beſtimmte Ruͤhrung zu erregen, ihm ein Gefuͤhl mitzutheilen, 
oder ihn in die Stimmung zu verſetzen, die ihn für gewiſſe Eindruͤcke am meiſten em⸗ 
pfaͤnglich macht. Dieſe eigentliche Kunſt ſetzt in dem Kuͤnſtler einen philoſophiſch geuͤbten 
Geiſt voraus, ſie erfodert von ſeiner Seite die genaueſten Kenntniſſe von der Natur der 
Dinge, von der Art ihrer Wirkung auf uns, und ſelbſt von den unwillkuͤhrlichen Zei 
chen, in welchen dieſe Wirkung ſich kund thut. Sie kann nur das Ergebniß einer ſehr 
ausgezeichneten Erziehung ſeyn, wie fie nicht leicht jemand erhält, und wie wir fie un 
ſern angehenden Kuͤnſtlern uͤberall nicht geben. Sie haͤngt nicht von allgemeinen Regeln 
ab, und vertraͤgt blos guten Rath. 

Der andere Theil der Mahlerey iſt, fo zu ſagen ihr Handwerk, die Aufgabe deſſel— 
ben iſt die genaue Ausführung des Erfundenen. Hier iſt nichts willkuͤhrlich, alles kann 
durch ſtrenges Raiſonnement vorher berechnet werden, weil hier alles das nothwendige 
Reſultat angenommener Gegenſtaͤnde und gegebener Verhaͤltniſſe iſt. Wenn ein Gegen⸗ 
ſtand nach Geſtalt und Stellung bekannt iſt, wenn man die Natur, die Anzahl und die 
Stellung aller Körper kennt, die ihn beleuchten koͤnnen, ſey es durch gerades Licht, oder 
durch Reflexionsſtrahlen, wenn die Stellung des Auges des Beſchauers feſt iſt, wenn 
endlich alle Umſtaͤnde, welche auf das Sehen Einfluß haben koͤnnen, recht geordnet und 
bekannt ſind, ſo iſt der Ton eines jeden Punkts der ſichtbaren Oberflaͤche des Koͤrpers 
abſolut beſtimmt. Alles was Bezug hat, auf die Farbe dieſes Tons und auf ihren 
Glanz, hängt ab, von der Stellung der tangirenden Ebene an dieſem Punkt, in Ruͤck⸗ 
ſicht auf die beleuchtenden Körper und das Auge des Beſchauers, es kann durch bloßes 
Raſſonnement gefunden werden; und iſt es gefunden, fo muß man ſich genau daran 
halten. Jede Schwaͤchung, jede Uebertreibung wuͤrde Form und Farbe der Erſcheinung 
alteriren und eine andere Wirkung hervorbringen, als der Kuͤnſtler erwartete. 

Ich weiß wohl, daß die oft noͤthige Schnelligkeit der Ausfuhrung nur ſelten die 
Anwendung einer Methode zulaſſen wuͤrde, welche den Kuͤnſtler aller materiellen Huͤlfs— 
mittel beraubte, und ihn blos dem Gebrauche ſeiner eigenen Faͤhigkeiten uͤberließe, und 
daß es viel leichter für den Mahler ſey, die Gegenſtaͤnde vor Augen zu haben, ihre Zins 
ten zu beobachten und fie nachzubilden; aber wäre er gewöhnt, die Stellung der tangi— 
renden Ebenen und die zwey Kruͤmmungen der Flaͤchen in jedem ihrer Punkte *) zu be; 
trachten, fo würde er aus jenem materiellen Huͤlfsmittel weit größeren Vortheil ziehen, 


*) Dieſe Krümmungen bilden den Gegenſtand des fünften Buches. 
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er würde im Stande ſeyn, die Wirkungen wieder herzuſtellen, welche die Weglaſſung 
einiger Umſtaͤnde zu entſtehen verhinderte, und jene zu beſeitigen, zu denen fremdartige 
Verhaͤltniſſe die Veranlaſſung gaben. 

Endlich geben die ſchwankenden Ausdruͤcke, wie Halbflach, Helldunkel ꝛc., welche 
die Mahler jeden Augenblick anwenden, ſtehende Beweiſe, wie nothwendig ihnen genauere 
Kenntniſſe und ſtrengeres Raiſonnement ſeyen. 

74. Außer ihrer Nuͤtzlichkeit in den Kuͤnſten iſt die Betrachtung der tangirenden 
Ebenen und Normalen zu den krummen Flaͤchen, eines der furchtbarſten Mittel, welche 
die darſtellende Geometrie zur Auflöfung von Aufgaben anwendet, die mittelſt anderer 
Verfahrungsarten nur ſehr ſchwierig zu loͤſen waͤren. Wir werden davon einige Bey— 
ſpiele beybringen. 

75. Die allgemeine Methode zur Beſtimmung der tangirenden Ebene zu einer 
krummen Fläche beſteht, nach Art. 70 darin; an dem Beruͤhrungspunkt die Tangenten 
zu zwey verſchiedenen Erzeugungslinien, welche durch dieſen Punkt gehen, zu konſtruiren 
und durch dieſe zwey Geraden eine Ebene zu fuͤhren. 

Wenn eine Flaͤche zur Erzeugungslinie eine Gerade hat, ſo muß die tangirende 
Ebene offenbar die gerade Erzeugungslinie enthalten, welche durch den Beruͤhrungspunkt 
geht, denn dieſe Gerade iſt zu gleicher Zeit eine Linie der Flaͤche und ihre eigene Tan⸗ 
gente, und als ſolche gehoͤrt ſie ganz der tangirenden Ebenen an. 

76. Dieſe allgemeine Methode findet jedoch alsdann eine Ausnahme, wenn der 
Punkt, an welchem die tangirende Ebene gefuͤhrt werden ſoll, zugleich ein vielfacher 
Punkt der Flaͤche iſt. Unter vielfachen Punkten einer Flaͤche verſteht man nem— 
lich jene, welche mehreren, Netzen einer Flaͤche gemein ſind. Nehmen wir als Beyſpiel 
einen Cylinder, deſſen ſenkrechter Schnitt eine geſchloſſene Linie mit einem dopelten Punkte 
fey. *) Die zwey Tangenten, welche zu dieſer Kurve, durch den doppelten Punkt ge— 
zogen ſind, ſind offenbar auch Tangenten zu der Flaͤche, und dem ungeachtet iſt die, 
durch dieſe beyden Tangenten gehende Ebene nicht tangirend zu dem Cylinder, denn ſie 
mußte auch die gerade Erzeugungslinie enthalten, die durch den doppelten Punkt geht, 
(Art. 75.) auf welche fie aber in der That ſenkrecht iſt. Aber man muß bemerken, 


*) Deppelten Punkt einer krummen Linie nennt man denjenigen, in welchem ſich zwey 
Zweige derſelben ſchneiden, wie zum Beyſpiel bey der Linte in Form einer 8 (Lemniscata). 
Drey facher Punkt heißt der gemeinſchaftliche Punkt dreyer Zweige, und im Allgemel— 
nen nennt man vielfachen Punkt einer Linie denjenigen, in welchen ſich mehrere Zweige 
derſelben Linie kreuzen. 
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daß dieſe Erzeugungslinie der Durchſchnitt der zwey Netze der Flaͤche iſt, und daß man 
durch eben dieſe Gerade zu jedem Netz der Flaͤche eine tangirende Ebene fuͤhren koͤnne. 
Es folgt aus dem Geſagten, daß, ſo oft zwey Tangenten von demſelben Punkt einer Flaͤche 
auslaufen, und zwey verſchiedene krumme Linien beruͤhren, die durch dieſe beyden Tan— 
genten gefuͤhrte Ebene an demſelben Punkt tangirend zu der Flaͤche ſey; vorausgeſetzt 
jedoch, daß der genannte Beruͤhrungspunkt nicht zugleich ein vielfacher Punkt der Flaͤche 
ſey, denn in dieſem Falle kann man durch denſelben ſo viele tangirende Ebenen zu der 
Flaͤche fuͤhren, als dieſe Netze hat. 

Was die Konſtruktion der Normalen betrifft, ſo beſchraͤnkt ſich dieſe darauf, eine 
Senkrechte auf die tangirende Ebene zu errichten; wir werden uns deßhalb einige beſon— 
dere Faͤlle ausgenommen, im Allgemeinen nicht naͤher damit beſchaͤftigen. 


Konſtruktion tangirender Ebenen zu krummen Flaͤchen, wobey der Beruͤhrungs— 
punkt gegeben iſt. 


77. Vorbemerkung. Wir glauben von nun an ohne Mißverſtaͤndniſſe folgende 
Abkürzungen im Texte eintreten laſſen zu koͤnnen. Einen Punkt im Raume werden wir 
durch die Buchſtaben feiner Horizontal- und feiner Vertikalprojektion, zwiſchen eine Paren⸗ 
theſe geſetzt bezeichnen. Unter Punkt (A, 4) iſt demnach der Punkt des Raumes zu 
verſtehen, deſſen Projektionen A und a find. Auf gleiche Weiſe bezeichnet Linie (A B, 400 
die Linie, deren Projektionen A B und a 5 find, 

Ebene (AB, a 5) bezeichnet die Ebene, deren Riſſe auf beyden Projektionsebenen 
die Geraden A B, a b find; und Ebene A B bezeichnet die Ebene, welche als Riß auf 
einer Projektionsebene die Gerade A B hat, und welche zugleich ſenkrecht auf dieſelbe 
Ebene iſt. 5 


Err ſt e Au fe eee 


Man ſoll durch einen Punkt einer Cylinderflaͤche, deſſen eine Projektion gege: 
ben iſt, eine tangirende Ebene zu der Flaͤche fuͤhren? 


78. Auflöfung Es ſey (A B, 4 5) (Taf. VII. Fig. 1.) die Gerade, zu wel— 
cher die Erzeuguugslinie der Cylinderflaͤche parallel ſeyn ſoll; PH 2 ſey die, auf der 
horizontalen Projektionsebene gegebene Grundlinie der Flaͤche, welche man als ihren Ho— 
rizontalriß betrachten kann. Mi 

Da alle geraden Erzeugungslinien der Cylinderflaͤche parallel zu der Geraden (AB, 
ab) ſeyn muͤſſen, ziehe man parallel zu A B die Geraden G J, II N tangirend an 


Von den tangirenden Ebenen. 47 


den Horizontalriß P H Q G, und nachdem man die projektirenden Geraden P, Q 9 
ebenfalls beruͤhrend an dieſelbe Linie gezogen, führe man durch die Punkte p und 9, wo 
dieſe Geraden die Projektionsaxe LM treffen zu ad die Parallelen p s, 9 r, fo find 
GJ, HN auf der Horizontalebene, und p s, g r auf der Vertikalebene die Graͤnzen 
der Projektionen der Cylinderflaͤche, oder vielmehr die Graͤnzen, innerhalb welcher ſich 
alle, der Flaͤche angehoͤrigen Punkte projektiren. 

Dieſes feſtgeſetzt, fo ſey C die gegebene Horizotalprojektion des Punkts, durch wel— 
chen die tangirende Ebene gefuͤhrt werden ſoll; und deſſen Vertikalprojektion zuerſt zu 
konſtruiren bleibt. 

79. Die Erzeugungslinie des Cylinders, welche durch den Beruͤhrungspunkt geht, 
muß als Horizontalprojektion die unbeſtimmte Gerade C F haben, welche durch den Punkt 
C parallel zu A B geführt iſt. Um die Verttkalprojektion dieſer nemlichen Erzeugungs— 
linie zu erhalten, denken wir uns dieſelbe verlaͤngert, bis ſie die horizontale Projektions— 
ebene trifft; dieſes kann aber nur in einem Punkte geſchehen, welcher zu gleicher Zeit 
auf der Projektion CF und auf der Krummen P H & liegt. In unſerm Beyſpiel 
iſt aber dieſe Krumme eine Kreislinie, welche die Eigenſchaft hat, von einer Geraden in 
zwey Punkten geſchnitten zu werden. Die verlängerte Gerade C F wird daher dieſe Linie 
in zwey Punkten D und E durchſchneiden und es folgt hieraus, daß der Horizontalprojek⸗ 
tion D C F zwey verſchiedene Erzeugungslinien entſprechen; eine Erſte, welche ſich auf den 
Punkt D des Riſſes P H 6 2 anlehnt, und eine Zweyte, welche ſich auf den Punkt E 
ſtuͤtzt. Wenn man daher die Punkte D und E auf die Vertikalebene nach 4 und e projek— 
tirt, und durch dieſe letzten Punkte die Geraden d f, e, parallel zu a 5 zieht, fo find dieſe 
die Vertikalprojektionen jener zwey Erzeugungslinien. Da nun die Vertikalprojektion des 
Beruͤhrungspunkts einmal in der Geraden C c liegen muß, welche aus C ſenkrecht auf die 
Projektionsaxe gezogen iſt, und zweytens in der Geraden 4½ oder e /, fo iſt fie in c oder 
e, den Durchſchnittspunkten dieſer Geraden mit der Vertikalen Ce. Der Punkt (C, 4) 
oder (C, c') kann daher als Beruͤhrungspunkt betrachtet werden, und jedem entfpricht eine 
tangirende Ebene, welche der Aufgabe Genuͤge leiſtet, dieſe hat ſonach zwey Aufloͤſungen. 

80. Die Erzeugungslinie (D F, 4 f) iſt eine der Geraden, welche die tangirende 
Ebene am Punkt (C, c) beſtimmen; (Art. 75.) und eben fo iſt die Erzeugungslinie 
(E F, ef) eine Linie der tangirenden Ebene an dem Punkt (C, c.). | 

Es bleibt alſo noch für jeden Beruͤhrungspunkt die zweyte Gerade zu finden, um 
die Stellung dieſer Ebenen feſtzuſetzen. Wollte man buchſtaͤblich der allgemeinen Me— 
thode (Art. 70.) folgen, fo müßte man, den Riß P H & als eine zweyte Erzeu— 
gungslinie betrachtend, ſich denſelben nacheinander durch jeden Beruͤhrungspunkt gehend 
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vorſtellen; und in jedem dieſer Punkte eine Tangente zu demſelben konſtruiren. Allein 
bey den Cylinderflaͤchen kann man eine weit einfachere Konſtruktion anwenden, denn die 
tangirende Ebene an dem Punkt (C, c) beruͤht die Fläche nicht blos in dieſem einzigen 
Punkt, ſondern nach der ganzen Ausdehnung der durch ihn gehenden Erzeugungslinie 
(D F, dN 

In der That, wenn die Kurve P H D G ſich fo bewegt, daß, während fie fi) 
immer mit dem gleichen Punkte CD, 4) an die Gerade (D F, 4%) lehnt, alle ihre 
uͤbrigen Punkte Parallelen zu dieſer Geraden beſchreiben, und wenn ſie bey dieſer Bewe— 
gung irgend eine ihrer Tangenten, zum Beyſpiel die am Punkt (D, 4) mit ſich führt, 
ſo wird die Kurve die vorliegende Cylinderflaͤche durchlaufen, ihre Tangente wird eine 
Ebene beſchreiben, und offenbar wird dieſe Ebene die Flaͤche in allen Punkten der Ge— 
raden (D F, d %) berühren. 

Die tangirende Ebene, welche die Gerade (D F, df) enthält, berührt den Cylin⸗ 
der daher auch in dem Punkt D dieſer Geraden, und ſie muß folglich durch die Tan⸗ 
gente zu dem Riß E P D G im Punkt D gehen. Nach der gleichen Folgerung findet 
man, daß die tangirende Ebene am Punkt (C, c“) durch die Tangente zu dem Riß, 
im Punkt E gehen muß. Wenn man daher durch die zwey Punkte D, E, zu jener Kurve 
die Tangenten D K, E L zieht, welche verlängert, die Projektionsaxe L M in den Punk⸗ 
ten L und K ſchneiden, fo hat man die Riſſe der zwey tangirenden Ebenen auf der 
er 

Fuͤr jede dieſer Ebenen find 0 85 zwey Gerade bekannt, durch welche ſie 
a und es iſt folglich leicht ihre Vertikalriſſe zu konſtruiren. Da die Beruͤhrungslinien 
(D F, d /) (EF, /) die Vertikalebene nicht mehr innerhalb des Rahmens der Zeich⸗ 
nung treffen; fo führe man durch den Punkt (C, c) eine Parallele (CI, o) zu dem 
Horizontalriß D K. Dieſe Parallele trifft die Vertikalebene in einem Punkt 2, welchen 
man mit dem Punkt K verbinde, um den Vertikalriß K der erſten tangirenden Ebene 
zu erhalten. Auf die gleiche Weiſe findet man die Gerade L m als den Riß der zwey⸗ 
ten tangirenden Ebene auf der Vertikalebene. 

Wenn die Durchſchnittslinie der gegebenen Cylinderflaͤche mit der Vertikalebene noch 
auf der Zeichnung konſtruirt wäre, fo müßten die gefundenen Riſſe Ki, G A Diele 
Durchſchnittslinie in den Punkten berühren, in welchen die Geraden (D F, 0. 
(EF, e /) auf die Vertikalebene treffen. 

82. Die vorſtehende Aufgabe über die tangirende Ebene zu einer Cylinderflaͤche 
giebt uns Veranlaſſung zu einer Bemerkung uͤber die Tangenten zu den krummen Linien, 
welche für die darſtellende Geometrie aͤußerſt wichtig iſt, nemlich: 
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Die Projektion der Tangente zu irgend einer krummen Linie im Raume iſt 
ſelbſt Tangente zu der Projektion der Linie, und ihr Beruͤhrungspunkt iſt die 
Projektion des Beruͤhrungspunktes der krummen Linie. Denn in der That, wenn 
man aus allen Punkten der krummen Linie im Raume ſich Senkrechte auf eine der 
Projektionsebenen, zum Beyſpiel auf die Horizontalebene gefällt denkt, fo find alle dieſe 
Senkrechten auf einer vertikalen Cylinderflaͤche gelegen, welche wir (Art. 13.) die projek⸗ 
tirende Flaͤche der Krummen genannt haben, und welche von der Horizontalebene nach 
der Projektion der krummen Linie ſelbſt geſchnitten wird. Wenn man ſich eben ſo durch 
alle Punkte der Tangente zu der krummen Linie im Raume, Vertikallinien denkt, fo 
ſind dieſe in einer Vertikalebene, der projektirenden Ebene der Tangente enthalten, welche 
von der Horizontalebene nach der Projektion der Tangente ſelbſt geſchnitten wird. Nun 
aber berühren ſich die Cylinderflaͤche und die Vertikalebene, offenbar nach der ganzen 
Ausdehnung der aus dem Berührungspunkt gefaͤllten Vertikalen, welche ſie gemein ha— 
ben. Die Durchſchnitte der Cylinderflaͤche und der Vertikalebene durch die horizontale 
Projektionsebene beruͤhren ſich daher in einem Punkte, welcher der Durchſchnitt der ge— 
raden Beruͤhrungslinie der Cylinderflaͤche und der Vertikalebene iſt. Daher endlich be— 
rühren ſich die Projektionen irgend einer krummen Linie und einer ihrer Tangenten in 
einem Punkte, welcher die Projektion ihres Beruͤhrungspunkts im Raume iſt. 


3weyte Aufgabe. 


Es iſt eine Kegelflaͤche gegeben mittelſt ihrer Baſis und ihres Mittelpunktes; 
man ſoll durch einen gleichfalls gegebenen Punkt dieſer Flaͤche eine tangirende 
Ebene zu derſelben fuͤhren? 


83. Aufloͤſung. Es ſey A HC B (Taf. VII. Fig. 2.) die gegebene Durch— 
ſchnittslinie der Kegelflaͤche durch die horizontale Projektionsebene; (E, e) ſey der Mit— 
telpunkt der Flaͤche. b 

Alle geraden Erzeugungslinien einer Kegelflaͤche gehen durch den Mittelpunkt der— 
ſelben; man ziehe daher durch den Punkt E die Tangenten E H, E F an die Krumme 
AHB C; und man hat die Graͤnzen der Horizontalprojektion der Kegelflaͤche. Man 
ziehe die projektirenden Geraden A a, G g tangirend an den Horizontalriß AH CB; 
die Punkte 4, 2, wo fie die Projektionsaxe treffen, verbinde man mit der Vertikalprojek— 
tion e des Mittelpunkts, ſo hat man, wie leicht zu erſehen, die Graͤnzen der Vertikal— 
projektion der Kegelflaͤche. Es ſey endlich D die gegebene Horizontalprojektion des Punk— 
tes, durch welchen die tangirende Ebene gefuͤhrt werden ſoll. 
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84. Die Horizontalprojektion der geraden Erzeugungslinie, welche den Berührungs⸗ 
punkt enthaͤlt, muß offenbar die, durch D und E gezogene unbeſtimmte Gerade D E 
ſeyn. Dieſe verlaͤngerte Gerade ſchneidet den Horizontalriß der Kegelflaͤche, welche in 
unſerm Beyſpiele eine Ellipſe A H C B ift, in zwey Punkten B und C, und es iſt ein⸗ 
leuchtend, daß die beyden geraden Erzeugungslinien der Kegefflaͤche, welche durch dieſe 
Punkte der Grundlinie gehen, die gleiche Horizontalprojektioun B E K haben, und daß 
man die Vertikalprojektionen dieſer nemlichen Geraden erhalte, wenn man die Punkte 
B und C auf die Vertikalebene nach 5 und & projektirt, und durch dieſe letzten Punkte 
die Geraden 5e, ce fuͤhrt. Da nun dieſe beyden Geraden 5 und c.e die Vertikal⸗ 
projektion des Beruͤhrungspunktes enthalten koͤnnen, ſo iſt dieſe in J oder a’, in welchen 
beyden Punkten die aus P errichtete Vertikale die Geraden Be A,.c e, durchſchneidet. 

Es folgt hieraus, daß entweder (D, d) oder (D, d') der Punkt der Kegelflaͤche 
ift, durch welchen die tangirende Ebene gefuͤhrt werden ſoll, und daß die gerade Erzeu— 
gungslinie (B E K, ce 7) der tangirenden Ebene an dem erſten, und die Erzeugungs⸗ 
linie (C E K, be ) der tangirenden Ebene am zweyten Punkte angehoͤre (Art. 75.) 

85. Nun laͤßt ſich aber leicht nach der nemlichen Beweisart, welche wir in Be⸗ 
zug auf die tangirende Ebene zu den Cylinderflaͤchen angewendet haben, (Art. 80.) dar: 
thun, daß die Kegelflaͤche von einer Ebene nicht nur in einem einzigen Punkte berührt 
werde, ſondern nach der ganzen Aus dehnung der durch jenen Punkt gehenden geraden 
Erzeugungslinie. | | | 

Da nun die gerade Erzeugungslinie (B EK, be %) der einen tangirenden Ebene, 
und die Erzeugungslinie (C E K, ce79 der Anderen die Grundlinie der Kegelflaͤche 
in den Punkten B und C treffen, fo folgt daraus, daß die beyden tangirenden Ebenen, 
welche den Bedingungen der Aufgabe genügen, durch die Tangenten B J, C N gehen, 
welche durch B und C zu der Ellipſe A HC B gezogen find, Dieſe Tangenten find zu: 
gleich die Riſſe der beyden tangirenden Ebenen auf der horizontalen Projektionsebene; die 
Riſſe Tj, Ni derſelben Ebenen auf der vertikalen Projektionsebene beſtimme man nach 
demſelben Verfahren, was wir bey der Cylinderflaͤche (Art. 81.) angewendet haben. 

86. In Betreff der Ausführung der Tafel VII muͤſſen wir hier noch Einiges an: 
. g 

Fig 1. Wir haben die gegebene Cylinderflaͤche als wirklich im Raume vorhanden 
angenommen, und alle Linien dieſer Flaͤche, je nachdem ſie auf einer oder der andern 
Projektion dem geſehenen, oder dem vom Auge abgewendeten Theile der Flaͤche angehoͤr⸗ 
ten, mit vollen oder punktirten Linien bezeichnet. 

Auf der Horizontalebene entſprechen die begränzenden Geraden G J, H N als Pro: 
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jektionen zweyen Kanten der gegebenen Cylinderflaͤche und es läßt ſich leicht zeigen, daß 
dieſe nemlichen Kanten in der Horizontalprojektion den- geſehenen Theil der Fläche von 
dem, vom Auge abgewendeten trennen; denn man betrachte die genannten Geraden 
G J, HN als die Riſſe zweyer Vertikalebenen, die den Cylinder nach zwey Kanten 
beruͤhren, deren Projektionen eben jene Geraden 8 J, HN find. Dieſe beruͤhrenden 
Ebenen, da ſie parallel unter ſich ſind, und ſenkrecht auf die Projektionsebene, werden 
ſich im Auge, das wir in unendlicher Entfernung über derſelben Ebene annehmen, ſchnei— 
den, und dieſes kann daher offenbar nur den oberhalb der beyden in G J, HN pro⸗ 
jektirten Beruͤhrungskanten gelegenen Theil der Cylinderflaͤche uͤberſchauen. Da nun die 
Geraden G J, HN die Grundlinie P H D G in G und H berühren, fo kann demzu⸗ 
folge nur der Bogen G E H dieſer Grundlinie geſehen werden, der Bogen HD G him: 
gegen wird bedeckt ſeyn; und alle Kanten der Flaͤche, welche auf die Punkte des erſtge⸗ 
nannten Bogens treffen, werden ſonach geſehen, die Uebrigen aber bedeckt ſeyn. Von der 
Reihe der letzteren iſt die Kante ( R, gr) 

Fuͤr die Vertikalprojektion ergiebt ſich nach den ganz gleichen Folgerungen, daß die 
Kanten, deren Projektionen die begraͤnzenden Geraden 5 8, % find, den geſehenen von 
dem bedeckt ſcheinenden Theil der Fläche trennen. Wenn man daher den zur Projektions— 
are parallelen Durchmeſſer P der kreisfoͤrmigen Grundlinie PD G zieht, fo find P und 
die Punkte, wo die in p‘s und u projektirten Kanten auf die Grundlinie treffen, 
daher werden in der Vertikalprojektion alle Kanten, welche dem Bogen P G Q jener 
Grundlinie angehören, geſehen ſeyn; diejenigen hingegen, welche wie (HN, n) ſich auf 
die Punkte des Bogens P II Q ſtuͤtzen, bedeckt verfcheinem, 

87. Fig. 2. Alles über die Projektionen der Cylinderfläche Geſagte, findet eine 
gleichmaͤßige Anwendung auf die Projektionen der Kegelfläche Fig. 2. Nur iſt hier noch 
zu bemerken, daß in jeder Projektion alle Kanten der Kegelflaͤche, welche auf dem einen 
Netze geſehen find, auf dem andern Netze nothwendig dem bedeckten Theile angehoͤre n, 
und eben ſo umgekehrt. | 

Wenn, wie in dem vorliegenden Beyſpiele, die Grundlinie der Kegelfläche eine 
Ellipſe iſt, fo beſtimmt man auf der Horizontalebene die Durchſchnittspunkte A, 6 Die: 
ſer Ebene und derjenigen Kanten, deren Vertikalprojektionen die begraͤnzenden Geraden 
e a, e g find, wenn man den zuſammengehoͤrigen Durchmeſſer A G zu demjenigen kon⸗ 
ſtruirt, welcher ſenkrecht auf die Projektionsaxe fi Die Endpunkte jenes Durchmeſſers 
find die geſuchten Punkte A. G. A E iſt demnach die Horizontalprojektion derſelben 
Geraden, welche vertikal in a e projektirt iſt. Die übrigen Linien beyder- Figuren der 
Tafel beduͤrfen keiner weiteren Erklaͤrung. 
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Dritte Auf gabe. 


Man ſoll durch einen gegebenen Punkt einer Umdrehungeflaͤche eine tangirende 
Ebene zu der Flaͤche führen? 


88. Aufloͤſung. Die Flaͤche ſey gegeben durch ihre Axe, und ihren Erzeugungs⸗ 
meridian, und wir nehmen die horizontale Projektionsebene ſenkrecht auf die Axe der 
Flaͤche an, wodurch die Allgemeinheit der Auflöfung in nichts geändert wird. 

Es ſey demnach (A, a 4.) (Taf. VIII.) die Umdrehungsaxe; L. M der Durch⸗ 
ſchnitt der Projektionsebenen. In einer zur vertikalen Projektionsebene parallelen Meridi⸗ 
anebene L M' ſey der Erzeugungsmeridian (D D/, 5 d Fed) gegeben. Nachdem man 
die projektirenden Geraden 4 D, d, D' tangirend an die Linie d.d fe d, gezogen, be: 
ſchreibe man aus A als Mittelpunkt und mit einem Halbmeſſer AD= 2 d d einen 
Umkreis D B D., fo hat man die Horizontalprojektion des größten Parallelkreiſes der 
Flaͤche. Der Berührungspunft ſey durch feine Horizontalprojektion G gegeben. 

89. Dieſer feſtgeſetzt denken wir uns durch den Beruͤhrungspunkt eine Meridianebene 
geführt, deren Horizontalprojektion die unbeſtimmte Gerade A G iſt. Dieſe Ebene 
wird die Fläche nach einem Meridiane ſchneiden, und wenn man aus dem Punkt G eine 
Vertikale errichtet, fo wird dieſe den Meridian, und folglich die Umdrehungsflaͤche in einem, 
oder in mehreren Punkten treffen, welches eben ſo viele Beruͤhrungspunkte ſind, von denen 
6 die gemeinſame Horizontalprojektion iſt. Um dieſe Punkte zu finden, denken wir uns 
die Meridianebene A & mittelft einer Drehung um die Axe (A, 4 a’) auf die Ebene L. M’ 
zuruͤckgelegt. Es werde ſodann A G nach . getragen, und die Vertikale Ge e errich⸗ 
tet, welche den Meridian d fe d’ in den Punkten e; e ſchneidet, ſo geben dieſe Punkte die 
| Höhen der Beruͤhrungspunkte uͤber der Hortzontalebene an. Wenn man daher durch e und 
e unbeſtimmte Horizontallinien e g. e g zieht, fo muͤſſen in dieſen Horizontalen die Ver: 
tikalprojektionen jener nemlichen Beruͤhrungspunkte enthalten ſeyn; dieſe Vertikalprojektionen 
find folglich die Begegnungspunkte g, g der eee e g, eg mit 5 aus G ſenk⸗ 
recht auf die Projektionsaxe errichteten Geraden G 8 g. 

Der bekannte Berührungspunft iſt ſonach (6G, 99, oder (G. g und es ſind ſofort 
die Riſſe der tangirenden Ebenen an dieſen Punkten zu beſtimmen. 

Denken wir uns zu dieſem Ende, durch jeden Beruͤhrungspunkt den Parallelkreis der 
Umdrehungsflaͤche, welcher dieſem Punkte. entſpricht, und den man als eine Erzeugungslinie 
der Flaͤche betrachten kann, ſo werden die zu beſtimmenden tangirenden Ebenen durch die 
Tangenten zu dieſen Kreiſen an den bekannten Beruͤhrungspunkten gehen. Aber dieſe bey⸗ 
den Tangenten ſind ſenkrecht auf die Meridanebene AG, der die Beruͤhrungspunkte an⸗ 
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gehören, daher muͤſſen die tangirenden Ebenen ebenfalls ſenkrecht auf die nemliche Meri⸗ 
Dianebene ſeyn, und folglich ihre Riſſe auf der Horizontalebene ſenkrecht auf A G. 

Um nun die Stellung der geſuchten tangirenden Ebenen vollends zu beſtimmen, 
muß für jede noch eine zweyte in ihr enthaltene Tangente zu der Umdrehungsflaͤche Fon: 
ſtruirt werden. N 

Hiezu ziehe man durch die, auf die Ebene L. M’ zuruͤckgelegten Beruͤhrungspunkte 
(67 e), (G, e“) zu dem Meridian (L' M., 5 d fe) die Tangenten (D D/, e c), 
(DD, e 4), welche verlängert die Drehungsaxe in den Punkten (A, ), (A, 4) 
treffen. Es iſt leicht einzuſehen, daß die Tangenten zu dem Meridian der Ebene A G H 
an den Punkten (G, g), (G, g) ebenfalls durch dieſelben Punkte (A, x), (A, 4“) 
gehen werden; denn wenn der Meridian (D D', d, e) ſich um die Are (A, a 4) 
dreht um die Umdrehungsflaͤche zu erzeugen, und wenn er dabey die Tangenten an den 
Punkten (G“, e), (67 €) mit ſich führt, fo werden dieſe während der Bewegung nicht 
aufhören, durch die nemlichen Punkte (A, c), CA, a’) der Are zu gehen, und ihre Be: 
ruͤhrungspunkte, welche auf dem Meridian unveraͤnderlich ſind, werden die Parallelkreiſe 
der Fläche durchlaufen, denen die Punkte (6, g), (6, g') angehören. Die Tangenten 
an dieſen letzten Punkten des Meridians der Ebene A G haben daher zu Projektionen 
die Geraden (A 6 H, ai g), (AG H, 4 g h). Sie treffen die horizontale Pro; 
jektionsebene in den Punkten I und H, die den Horizontalriſſen der geſuchten tangiren: 
den Ebenen angehoͤren, und dieſes find daher die auf A G fenfrechten Geraden 1 2. HP. 

Rachdem man dieſe Riſſe bis an die Projektionsaxe verlaͤngert, fuͤhre man, zur 
Beſtimmung der Vertikalriſſe derſelben tangirenden Ebenen, durch jeden Beruͤhrungspunkt 
eine Parallele (G K, g %), (6 K, g A), zu dem entſprechenden Riſſe, IQ, H P. 
Dieſe Parallelen, welche nichts anderes ſind, als die Tangenten zu den Parallelkreiſen 
der beyden Beruͤhrungspunkte, treffen die Vertikalebene in den Punkten 2 und , welche 
die Vertikalriſſe Q A der erſten, und P der zweyten tangirenden Ebene beſtimmen. 

90. Wir haben als Beyſpiel eine Flaͤche gewaͤhlt, welche durch die Umdrehung 
einer Ellipſe um ihre große Axe hervorgebracht if, und der man die Benennung Um: 
drehungs-Ellipfoid, oder auch Sphaͤroid giebt. Die beyden Beruͤhrungspunkte 
des Ellipſoids ſind nach der Annahme der Projektionsebenen in gleichem Abſtande von 
der Ebene des Parallelkreiſes (D B D d.d’). Die Horizontalriſſe IQ,H P der tan 
girenden Ebenen an dieſen Punkten ſind parallel unter ſich, und die Vertikalriſſe derſel— 
ben ſchneiden ſich in einem Punkt m, welcher in der Verlängerung der Geraden dd’, 
der kleinen Axe der Erzeugungsellipſe liegt, und zwar in Folge deſſen, weil ſich die Tan⸗ 
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enten an den Punkten e, e' dieſer Ellipſe, in einem Punkte m’ der nemlichen abe be⸗ 
gegnen, was eine bekannte Eigenſchaft der Ellipſe iſt. 


*- * 
8 


91. Die Auflöſung der vorſtehenden Aufgabe leitet uns auf folgende allgemeine 
Eigenſchaften der Umdrehungsflaͤchen in Bezug auf ihre Tangenten und ihre Normalen. 
5 tens Alle Tangenten zu den verſchiedenen Meridianen einer Umdrehungsflaͤche, deren 
Beruͤhrungspunkte auf einem nemlichen Parallelkreiſe liegen, gehen durch einen und denſel⸗ 
ben Punkt der Axe der Flaͤche, ſie bilden zuſammen einen geraden Kegel, welcher um 
die Umdrehungsflaͤche umſchrieben iſt, und ſie nach Parallelkreiſe beruͤhrt. 

2tend Alle Normalen zu einer Umdrehungsflaͤche, welche durch die Punkte eines 
nemlichen Meridians gehen, find auch Normale zu eben dieſem Meridian, denn einmal 
iſt jede von ihnen ſenkrecht auf die entſprechende Tangente zu dem Meridiane, und zwey⸗ 
tens find fie alle in der Ebene deſſelben enthalten, weil alle tangirenden Ebenen zu einer 
„Umdrehungsflaͤche langs den Punkten eines ihrer Meridiane ſenkrecht auf die Ebene 
deſſelben ſind. Umgekehrt iſt daher eine Normale zu einem Meridian auch zugleich Nor: 
male zu der Flaͤche; es folgt hieraus 

Ztens, daß alle Normalen einer Umdrehungsflaͤche durch die Axe gehen, und daß 

Atens alle Normalen laͤngs den Punkten eines Parallelkreiſes durch einen nemlichen 
Punkt der Axe gehen, und daß ſie eine gerade Kegelflaͤche bilden, welche ſelbſt normal 
auf die Umdrehungsflaͤche iſt. 

Es ergiebt ſich aus dieſen Eigenſchaften die direkte Aufloͤſung der folgen Auf 
gabe. 


Vrie rte uf g a be. 
Man ſoll durch einen gegebenen Punkt einer Umdrehungsflaͤche eine Normale 
zu der Flaͤche fuͤhren? 


92. Auflöfüng Es ſey (A, aa) Taf. VIII. die Axe der Flache 5 dfe 
der Erzeugungsmeridian in einer Ebene L. M. parallel zur Vertikalebene betrachtet; und 
(8, s) ſey der gegebene Punkt, durch welchen die Normale geführt werden ſoll. *) 

Dieſe Normale muß einmal in der, durch den Punkt (8, s) gehenden Meridian— 
ebene A S enthalten ſeyn, und fie iſt beſtimmt, ſobald man den Punkt kennt, in wel⸗ 


) Wir nehmen an, die beyden Projektionen 8, s des Punkts der Umdrehungsfläche ſepen nach 
dem oben (Art. 89) angegebenen Verfahren konſtruirt. 
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chem ſie die Axe durchſchneidet. Zu dieſem Zweck betrachte man die Meridianebene A 8 
als auf die Ebene L. M' zuruͤckgelegt, indem fie eine Drehung um die Axe (A, a 4. 
gemacht hat. Der gegebene Punkt wird, nach dieſer Bewegung die Stellung (87, s“ 
annehmen, und wenn man durch (87, 8“) die Normale (8. A, & ») zu dem Meridian! 
5 d, e errichtet, fo iſt dieſe zugleich Normale zu der Flaͤche und (A, v) iſt der Punkt, 
in welchem fie die Axe durchſchneidet. Nun aber liegen die Punkte (8“, s“) und (8,8 
auf einem und demſemben Parallelkreis der Umdrehungsflaͤche; die Normalen der Fläche 
an dieſen Punkten, muſſen ſich daher in einem Punkt der Axe kreuzen, und folglich iſt die. 
Gerade (A 8, o 83 die verlangte Normale der Umdrehungsflaͤche am Punkte (8, s). 

Dieſe Konſtruktion kann auch zur Loͤſung der vorhergehenden dritten Aufgabe Diez 
nen: denn wenn man durch die gegebenen Punkte (6, g), (G, 3) (Taf. VIII.) die 
Normalen zu der Fläche ‚führt, amd durch jeden Punkt eine Ebene ſenkrecht auf die zuge⸗ 
hoͤrige Normale; ſo ſind dieſe die verlangten tangirenden Ebenen. 


93. Wir beſchraͤnken uns für den Augenblick auf dieſe vier Beyſpiele über vie, 
tangirenden Ebenen zu den krummen Flachen. Im folgenden Kapitel werden wir die 
Erzeugung anderer zahlreicher Familien von Flächen vortragen, und auf dieſe ſodann die- 
ſelben Methoden zur Beſtimmung ihrer tangirenden Ebenen und ihrer Normalen anwen- 
den. Schließlich wollen wir noch eine zweyte Aufloͤſung der vierzehnten Aufgabe im erſten 
Kapitel geben, welche auf die Betrachtung der tangirenden Ebenen gegründet iſt. 


Fünfte Aufgabe. 
Man ſoll die kuͤrzeſte Entfernung sweyer gegebenen Geraden konſtruiren? 


95. Aufloͤſung. (Fig. 2. Taf. V.) Wir haben die gleichnamigen Gegenſtaͤnde 
mit denſelben Buchſtaben bezeichnet, wie in der Figur J., welche ſich auf die erſte Auf⸗ 
löfung dieſer Aufgabe (Art. 50.) bezieht. | 

Nachdem man den Horizontalriß A E F einer Ebene konſtruirt hat, welche durch 
die erſte gegebene Gerade (A B. a 5) parallel zu der Zweyten (C D, cd) geführt if; 
betrachte man dieſelbe als tangirende Ebene zu einem geraden Cylinder von kreisfoͤrmiger 
Grundlinie, welcher als Axe die Gerade (C D, c d) hat, und als Halbmeſſer, die ge⸗ 
ſuchte Entfernung. Dieſe Cylinderflaͤche wird von jener Ebene nach einer Geraden be 
rührt werden, welche parallel zu der Axe iſt, und welche die erſte Gerade (A B, 4 6) in 
einem Punkte ſchneidet. Wenn man durch dieſen Punkt eine Senkrechte auf obige Ebene 
errichtet, ſo ſchneidet dieſe ſowohl die erſte als auch die zweyte Gerade ſenkrecht, denn ſie 
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iſt der Halbmeſſer eines Cylinders, von welchem dieſe zweyte Gerade die Are iſt, und 
auf ihr wird folglich die geſuchte kuͤrzeſte Entfernung gemeſſen. 

um die Beruͤhrungslinie der Cylinderflaͤche mit der Ebene, welche parallel zu den 
zwey gegebenen Geraden iſt, zu finden, fuͤhre man durch irgend einen Punkt, der als 
Axe angenommenen Geraden, (zum Beyſpiel durch den Punkt C, in welchem ſie die 
Horizontalebene durchſchneidet) eine Ebene ſenkrecht auf dieſe Are. Der Durchſchnitt 
dieſer Ebene mit der tangirenden Ebene iſt die Beruͤhrungslinie dieſer Letzten mit der 
kreisfoͤrmigen Grundlinie des Cylinders. a 

Nachdem die Vertikalebene C D ſich um ihren Riß C D gedreht, und auf die Ho⸗ 
rizontalebene zuruͤckgelegt hat, Fonftruire man den Winkel 8 C g“ den die zweyte Gera⸗ 
de (C D, cd) mit der Horizontalebene macht, indem man eine Vertikale 8. 8 = 5 5 
nimmt. Dieſelbe Vertikalebene ſchneidet die, zu den zwey Geraden parallele Ebene nach der 
Geraden F K, parallel zu C g“. Daher ſchneidet die, durch C, und ſenkrecht auf die Axe 
geführte Ebene die Vertikalebene C D nach der Geraden C K, ſenkrecht auf C g' oder 
F K, und die Horizontalebene nach der auf C D ſenkrechten Geraden C H. 

Nachdem dieſelbe Ebene ſich um ihren Horizontalriß C H gedreht hat, um ſich auf 
die horizontale Projektionsebene zuruͤckzulegen; fällt der Punkt K nach K’; der Punkt H 
des Riſſes bleibt feſt, und die Gerade HK’ iſt der Durchſchnitt der tangirenden Ebene 
zu der Cylinderflaͤche mit der Ebene, welche ſenkrecht auf die Axe dieſer Flaͤche iſt. Wenn 
man daher aus dem Punkt C die Senkrechte C I auf jene Gerade H K fällt, fo iſt 
der aus C als Mittelpunkt, und mit einem Halbmeſſer S] beſchriebene Kreis die 
Grundlinie der Cylinderflaͤche, und I N iſt die Horizontalprojektion der Beruͤhrungs— 
kante. Dieſe Kante ſchneidet die erſte Gerade in dem Punkt (N, n), durch welchen 
die geſuchte Senkrecht geht. 

Der letzte Theil der Aufloͤſung vollendet ſich wie die in Art, 43. Vorgetragene, auf 
welche wir zuruͤckweiſen. 


Ort tes d a pit e 
Fortſetzung der Erzeugung der Flaͤchen. 


Von den aufwickelbaren und den windiſchen Släben. 


95. Alle Flächen, welche durch die Bewegung einer geraden Linie erzeugt werden 
koͤnnen, bilden zwey große Klaſſen; ſie ſind entweder aufwickelbare oder windiſche 


Flaͤche n. 
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Wenn vermoͤge des Geſetzes, wodurch die Bewegung der geraden Erzeugungslinie 
vorgeſchrieben iſt, immer zwey aufeinanderfolgende Stellungen dieſer Geraden betrachtet 
werden koͤnnen, als in einer nemlichen Ebene liegend; das heißt, wenn ſie entweder pa— 
rallel unter ſich find, oder wenn fie ſich in einem Punkte begegnen, fo gehört die er; 
zeugte Fläche zu der Klaſſe der aufwickelbaren Flachen. 

Im andern Falle, und zwar im Allgemeinſten, wenn nemlich je zwey aufeinan⸗ 
derfolgende gerade Erzeugungslinien nicht in einer und derſelben Ebene enthalten ſind, 
entſteht durch die Bewegung dieſer Geraden eine win diſche Flaͤche. 

Aus dieſen Erklaͤrungen iſt erſichtlich, daß die Kegelflaͤchen und die Cylinderflaͤchen 
zufolge ihrer Erzeugungsart durch die gerade Linie zu der erſtgenannten Klaſſe gehoͤren. 

97. Die Bedingung, eine aufwickelbare Flaͤche zu erzeugen, wird am Allgemeinſten 
ausgedruckt, wenn man der geraden Erzeugungslinie auferlegt, ſich dergeſtalt zu bewegen, 
daß ſie beſtaͤndig tangirend iſt, zu einer gegebenen krummen Linie von doppelter Kruͤm⸗ 
mung. | 

In der That, es ſey AB CD. (Taf, xi. Fig. 1.) eine doppelt gekrümmte Linie 
von beliebiger Stellung im Raume; denken wir uns alle moͤglichen Tangenten a A , 
5B , cCc,... dc. dieſer Linie, fo: find Diefe eben fo viele Stellungen der bewegli— 
chen Geraden, und es iſt leicht zu erſehen, daß die krumme Flaͤche, die ſie alle zuſammen 
bilden, der gegebenen Erklaͤrung (Art. 97.) einer aufwickelbaren Flaͤche vollkommen ent⸗ 
ſpreche; denn irgend eine Erzeugungslinie, wie 5 B ö wird von der unmittelbar vorhergehen⸗ 
den Geraden a Ad’, und der unmittelbar Nachfolgenden c GC c in zwey, auf der Krummen 
AB C gelegenen Punkten A und B geſchnitten, weil dieſe Geraden als Tangenten der 
Krummen A BC D die Verlaͤngerungen ihrer aneinanderſtoßenden Elemente find. 

98. Man nennt jede einzelne Stellung der geraden Erzeugungslinie eine Kante der 
aufwickelbaren Flaͤche. Je zwey aufeinanderfolgende Kanten ſchließen ein Flächenelement: 
ein, das man als ein unendlich ſchmales, und in der Richtung der begraͤnzenden Kanten, 
unbeſtimmtes Stuͤckchen einer Ebene betrachten kann. Alle dieſe Elemente der Flaͤche laſ⸗ 
fen ſich, ohne auseinander geriſſen zu werden, und ohne ſich zu verdoppeln, auf eine Ebene: 
aufrollen oder aufwickeln. Man kann ſich in der That vorſtellen, daß das erſte Element 
a h B ſich um die Kante 5 B, welche es mit dem Zweyten 5 C verbindet, als ein Schar⸗ 
nier drehe, bis es in der nemlichen Ebene iſt wie dieſes Element; daß ſodann dieſe beyden 
vereinigten Elemente ſich um die Kante d D, die fie mit dem Dritten verbindet, drehen, 
bis fie mit dieſem dritten Elemente in einer nemlichen Ebene ſind, und fofert; und es iſt 
einleuchtend, daß die ganze Flaͤche ſich dergeſtalt ohne Unterbrechung des Zuſammenhanges, 
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und ohne Verdoppelung auf eine Ebene aufwickeln laſſe, welche Eigenſchaft den auf 
wickelbaren Flaͤchen ihren Namen gegeben hat. 

99. Wenn man den Begriff der Aufwicklung auf die durch ebene Flaͤchen ber 
graͤnzten Körper überträgt, fo ſieht man ſogleich, daß die Seitenflaͤchen aller Pyramiden 
und aller Prismen, wenn man ihre Grundflaͤchen außer Acht laͤßt, welches blos zufällige 
Graͤnzen dieſer unbeſtimmt betrachteten Koͤrper ſind, ſich auf die Ebene irgend einer Seite 
neben einander auflegen laſſen ohne einen leeren Raum zwiſchen ſich zu laſſen, und ohne 
irgend einer Verdopplung zu unterliegen. 

Will man dieſe nemliche Operation bey einem Koͤrper anderer Art, zum Beyſpiel 
bey einem Ikoſaeder, bey einem Dodekaeder anwenden, ſo iſt eben ſo leicht zu erſehen, 
daß fie nicht ſtatt finden koͤnne, ohne daß zwiſchen den verſchiedenen Theilen der Aufwick— 
lung leere Raͤume bleiben. 

Die Prismen und Pyramiden ſi nd jedoch nicht die einzigen Körper, deren Seiten⸗ 
flächen ſich ohne eine Unterbrechung des Zuſammenhanges auf eine Ebene aufwickeln Taf 
fen, ſondern dieſes kann jedes mal geſchehen, wenn die Oberfläche eines vorgelegten Koͤr— 
pers durch winkelfoͤrmige unbeſtimmte Stuͤcke von Ebenen gebildet wird, die nach eben— 
falls unbeſtimmten Kanten aneinanderſtoßen, und wenn auch dieſe winkelfoͤrmigen Sei⸗ 
ten ihre Scheitel nicht in einem nemlichen Punkte haͤtten. 

100. Betrachtet man nun irgend eine andere krumme Flaͤche als eine aufwickel⸗ 
bare, ſo laͤßt ſich dieſelbe immer auf irgend eine Art, zum Beyſpiel, durch zwey Sy— 
ſteme paralleler Ebenen in ſo viele Theile getheilt denken, daß keiner von ihnen merkbar 
von einem ebenen Elemente verſchieden iſt. Aber wenn alle dieſe Theilchen auf eine Ebene 
ausgebreitet werden ſollten, ſo daß zwey aneinanderſtoßende Theilchen eine gemeinſchaftli— 
che Seite hätten, fo würden fie leere Raͤume zwiſchen ſich laſſen, oder ſich übereinander 
ſchieben, und der, durch den aͤußeren Umriß dieſer ſo ausgebreiteten Theilchen einge— 
ſchloſſene Flaͤchenraum, würde nicht von gleicher Größe feyn, mit dem krummen Flaͤ— 
chenſtück, das von allen jenen Theilchen gebildet wird. Die aufwickelbaren Flächen be 
ſitzen daher allein die Eigenthuͤmlichkeit, ohne Zerreißung oder Verdopplung auf eine 
Ebene aufgewickelt werden zu können; weil fie die Einzigen find, deren ebene Elemente 
eine, in der Richtung der Kanten der Flächen unbegraͤnzte Ausdehnung haben. 

101. Die Kegel- und die Cylinderflaͤchen, laſſen ſich leicht als beſondere Arten 
der (Art. 97.) erklaͤrten allgemeinen aufwickelbaren Fläche ableiten. In der That ber 
ſteht die Eigenthuͤmlichkeit dieſer Letztern darin, daß ihre aufeinanderfolgenden geraden 
Erzeugungslinien ſich zu zwey und zwey auf einer Linie von doppelter Krümmung, wel: 
che ſie alle berührt, kreuzen; und ſich von da aus unbeſtimmt nach beyden Seiten ver— 
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laͤngern. Sie bilden dadurch zwey unterſchiedene aber vollkommen aͤhnliche Flaͤchennetze, 
die ſelbſt nach jener Krummen, welche man die Ruͤckkehrkante der aufwickelbaren 
Flaͤche nennt, dergeſtalt beruͤhrend aneinander ſtoßend, daß kein Theil der Flaͤche ſich in 
den, durch die Hoͤhlung jener krummlinigen Kante begraͤnzten Raum ausdehnt. Indem, 
man die Flaͤche durch eine beliebige Ebene ſchneidet, erhaͤlt man als Durchſchnitt eine 
Kurve mit einem Ruͤckkehrpunkte (Art. 408.), und dieſer iſt der Begegnungspunkt der 
ſchneidenden Ebene mit der Ruͤckkehrkante.) Dieſe merkwuͤrdige Linie der aufwickelba— 
ren Flaͤchen iſt, welches außerdem auch die eigenthuͤmliche Beſchaffenheit der Flaͤche ſeyn 
mag, immer eine Zentrallinie derſelben. 

Wenn die Ruͤckkehrkante ſich auf einen einzigen Punkt reduzirt, in dem ſich ſaͤmmt⸗ 
liche geraden Erzeugungslinien kreuzen, fo entſteht eine Kegelflaͤche, und jener Punkt iſt 
ihr Mittelpunkt. 

Die Kegelflaͤche wird eine Cylinderflaͤche, wenn der Mittelpunkt in eine unendliche 
Entfernung übergeht, fo daß ſaͤmmtliche geraden Erzeugungslinien parallel unter ſich, 
werden. | . 

Bey der Erzeugung der Umhuͤllungsflaͤchen, zu Ende dieſes Kapitels, werden wir 
noch eine andere Entſtehungsart der aufwickelbaren Flaͤchen kennen lernen. 

Von den windiſchen Flachen. 

103. Die Bewegung einer Geraden als Erzeugungslinie einer Flaͤche erfodert um 
beſtimmt zu ſeyn, im Allgemeinen drey Bedingungen. 

Wenn die entſtebende Flaͤche eine aufwickelbare ſeyn ſoll, ſo iſt hiemit ſchon die eine 
Bedingung ausgeſprochen, daß je zwey aufeinanderfolgende Erzeugungslinien in einer 
Ebene ſeyn muͤſſen, und man hat nur noch zwey weitere Bedingungen noͤthig; zum 
Beyſpiel, man läßt die bewegliche Gerade beſtaͤndig eine gegebene Kurve und einen gege— 
benen feſten Punkt durchſchneiden, wie bey der Erzeung der Kegelflaͤchen, oder eine Kurve. 
durchſchneiden und dabey ſtets parallel zu einer beſtimmten Richtung bleiben wie die gez 
rade Erzeugungslinie der Cylinder; endlich it die alleinige Bedingung, daß die bewegli⸗ 
che Gerade ſtets eine gegebene Kurve von doppelter Kruͤmmung beruͤhren ſoll, hinrei⸗ 
chend um ihren Weg feſtzuſetzen. 

Im Allgemeinen aber werden drey Bedingungen erfodert, um die Bewegung der 


*) Nach dieſer Analogie zwiſchen dem Rückkehrpunkte (point de rebroussement) gewiſſer 
Kurven, und der Rückkehrkante (aréte de rebroussement ) der aufwickelbaren Flachen 
wurde von Monge die Benennung der letzteren gebildet, 
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geraden Erzeugungslinie zu leiten. Es iſt in der That leicht einzuſehen, daß wenn eine 
bewegliche Gerade nur den zwey Foderungen entſprechen ſollte, ſtets zwey Linien von 
doppelter Kruͤmmung zu ſchneiden: ihre Bewegung dadurch nicht feſtgeſetzt waͤre. Denn, 
nachdem man die Gerade durch irgend einen Punkt der erſten krummen Leitlinie gefuͤhrt 
hat, kann ſie noch alle Punkte der zweyten Kurve durchlaufen, und ihre Stellung iſt 
ſomit nicht beſtimmt. Fuͤgen wir nun noch eine dritte Bedingung bey; und unter allen, 
die wir wählen koͤnnten, dieſe: die Gerade ſoll bey ihrer Bewegung immer horizontal 
bleiben; fo iſt Diefe Bewegung, und ſomit auch die Erzeugung einer Flaͤche beſtimmt. 
Will man zum Beyſpiel die Erzeugungslinie konſtruiren, die einem beliebigen Punkte 
der einen Leitlinie entſpricht, ſo hat man nur durch dieſen Punkt eine horizontale Ebene 
zu fuͤhren, und nachdem man ihren Durchſchnitt mit der zweyten Leitlinie beſtimmt, die⸗ 
ſen Punkt mit dem Erſtgenommenen durch eine Gerade zu verbinden. 

Es iſt einleuchtend, daß, wenn nicht einige beſondere Umſtaͤnde hiebey obwalten, 
die das Gegentheil moͤglich machten, je zwey aufeinanderfolgende gerade Erzeugungslinien 
nicht in einer Ebene ſeyn koͤnnen; ſie werden uͤbereinander weggehen, indem ſie ſich in 
ihren . kreuzen, was die charakteriſtiſche Eigenthuͤmlichkeit der windiſchen RE 
ausmacht, 

104, Das Element einer windiſchen Flaͤche, was zwey aufeinanderfolgende gerade 
Erzeugungslinien einſchließen, iſt in der Richtung dieſer Geraden von unbegraͤnzter Ausdeh— 
nung, aber es iſt, wie klein auch die Entfernung der einſchließenden Erzeugungslinien ſeyn 
mag, kein Stuͤck einer Ebene, ſondern ein krummflaͤchiges Element in jedem ſeiner Punk⸗ 
te, und von der Geſtalt einer ſogenannten windiſchen oder wind ſchiefen Ebene; 
weßhalb man auch allen, aus derartigen Elementen zuſammengeſetzten, Flächen die Ge: 
ſchlechtsbenennung „windiſch“ gegeben hat. 

Dieſe Flaͤchen haben zwar die Gerade zur Erzeugungslinie, wie die Aufwickelbaren; 
aber ſie koͤnnen nicht wie dieſe Letzteren eine Ruͤckkehrkante haben. Denkt man ſich im⸗ 
mer zwey aufeinanderfolgende Erzeugungslinien einer windiſchen Flaͤche durch die Gerade 
geſchnitten, welche ſenkrecht auf beyde iſt; ſo bilden die Fußpunkte aller dieſer Senkrechten 
auf der windiſchen Flaͤche eine beſondere Linie, welche man die Einziehungslinie 
(courbe de striction) ) nennen kann. 

105. Die allgemeinſte windiſche Flaͤche wird küche eine Gerade erzeugt, der man 


*) Anm. Dieſe Linie enthält offenbar die kürzeſte Entfernungen aller Geraden der windiſchen 
Fläche, fo daß dieſelbe nach dieſer Linie am engſten, oder gewiffermaßen eingeſchnürt erſcheint; 
daher die Benennung der Linie. 
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auferlegt, ſich auf drey gegebenen krummen Linien zu bewegen. Nimmt man einen Punkt 
der einen krummen Leitlinie als Scheitel eines Kegels, welcher die zweyte Krumme als 
Baſis hat, ſo wird dieſer die dritte Krumme in einem oder mehreren Punkten ſchneiden, 
und die Gerade, welche durch einen dieſer Letzten, und durch den Punkt der erſten Kurve 
gefuͤhrt iſt, lehnt ſich zu gleicher Zeit auf alle drey gegebenen Kurven. 

Wenn man dieſe drey Bedingungen zum Theil oder ganz durch andere erſetzt; in— 
dem man zum Beyſpiel der Geraden aufgiebt, ſich auf zwey Krummen und einer Flaͤche 
zu bewegen; oder auf zwey Flaͤchen und einer Kurve; oder auf drey Flaͤchen; oder auf 
zwey Flaͤchen, wobey ſie einen bekannten Winkel mit einer gegebenen Ebene macht, ſo 
entſteht durch dieſe Bewegung, im Allgemeinen, eine windiſche Flaͤche. 

Sehr häufig find zwey Leitlinien gegeben, und eine Ebene, zu welcher die bewegliche 
Gerade beſtaͤndig parallel bleiben fol, Wenn in dieſem Falle, die Eine der beyden Leit: 
linien eine Gerade wird, ſo entſteht eine Flaͤche, welche unter dem Namen Konoid 
bekannt iſt, weil ſie einige Aehnlichkeit mit dem Kegel (conus) hat. Iſt bey dem 
Konoid die gerade Leitlinie ſenkrecht auf die Ebene des Parallelismus, fo erhält die 
Flaͤche die Benennung gerades Konoid, und jene gerade Leitlinie iſt zugleich die 
Einziehungslinie derſelben. 


Von den Um )huͤllungsflaͤchen. 


106. Wenn eine Flaͤche von beſtaͤndiger oder veraͤnderlicher Geſtalt ſich nach ge— 
wiſſem Geſetze bewegt, ſo durchlaͤuft ſie einen Raum, deſſen Graͤnze oder Umhuͤllung 
eine gewiſſe krumme Flaͤche iſt. Man nennt die Flaͤchen, die auf ſolche Weiſe hervorge— 
bracht werden koͤnnen, Umhuͤllungsflaͤchen oder auch nur Umhuͤllungenz der be 
weglichen Erzeugungsflaͤche giebt man den Beynamen der umhuͤllten. 

Betrachten wir eine umhuͤllte Fläche in drey unmittelbar aufeinanderfolgenden Stel⸗ 
lungen: die Zweyte und die Erſte werden ſich nach einer gewiſſen krummen Linie ſchnei— 
den, die Zweyte und die Dritte werden ſich nach einer aͤhnlichen Linie ſchneiden; der 
geometriſche Ort alle ſo aufeinanderfolgenden Durchſchnitte iſt die Umhuͤllung des von 
der beweglichen Flaͤche durchlaufenen Raumes. 

Man denke ſich zum Beyſpiel eine im Raume bewegliche Kugel, von beſtaͤndigem 
oder veraͤnderlichem Halbmeſſer, deren Mittelpunkt eine bekannte Linie durchlaͤuft. Wenn 
man bemerkt, daß zwey Kugeln ſich nach einem Kreiſe ſchneiden, deſſen Ebene ſenkrecht 
auf die, durch ihre Mittelpunkte gezogene Gerade iſt, ſo wird man leicht einſehen, daß 
die Umhuͤllung dieſer beweglichen Kugel, oder vielmehr des von ihr durchlaufenen Rau— 
mes, eine roͤhrenfoͤrmige Flache ſey, deren Schnitte ſenkrecht auf die Kurve, in wel 
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cher ſich der Mittelpunkt der Kugel bewegt, Kreiſe find. Eine dieſer Erzeugung unter: 
worfene Flaͤche iſt die der gewundenen Saͤule, welche nichts anderes iſt, als die Umhuͤl— 
lung des von einer Kugel, von veraͤnderlichem Halbmeſſer durchlaufenen Raumes, ren 
Mittelpunkt in einer Schraubenlinie von vertikaler Axe läuft. 

Die aufeinanderfolgenden Durchſchnitte der umhuͤllten Flaͤche find die eigentlichen 
Erzeugungslinien der Umhuüllungsflaͤche; aber dieſe Durchſchnitte oder Erzeugungslinien find 
bey allen Umbüllungen, die durch eine nemliche umhuͤllte Flaͤche hervorgebracht werden 
koͤnnen, aͤhnlich, und ſie geben dieſen Umhuͤllungen gewiſſermaaßen einen gemeinſamen 
Charakter, weßhalb man ihnen den Namen Charakteriſtiken gegeben hat, um ſie von 
den gewoͤhnlichen Erzeugungslinien auszuzeichnen. 

107. Betrachtet man eine im Raume bewegliche Fläche, und ihre Umhuͤllung, 
welche der Ort ihrer aufeinanderfolgenden Durchſchnitte iſt, ſo wird man leicht einſehen, 
daß die Umhuͤllungsflaͤche jede Stellung der Umhuͤllten nach einer, dieſer Stellung ent⸗ 
ſprechenden Charakteriſtik beruͤhre; weil je zwey Charakteriſtiken, aufeinanderfolgend be⸗ 
trachtet, ſich zu gleicher Zeit auf der umhuͤllten, und der Umhuͤllungsflaͤche befinden, und 
dieſe daher das, zwiſchen jenen Charakteriſtiken gefaßte Flaͤchenelement gemeinſchaftlich 
haben. | 

Aber die Reihe der Charakteriſtiken einer Umhuͤllungsflaͤche werden fih aus eben 
dem Grunde, weil ſie zu zwey und zwey auf einer nemlichen Umhuͤllten liegen, im All⸗ 
gemeinen auch, zu zwey und zwey, jedesmal in einer gewiſſen Zahl von Punkten begeg⸗ 
nen. Der Ort dieſer Begegnungspunkte iſt auf der Umhuͤllungsflaͤche eine ſichtbare 
krumme Linie von einem oder mehreren Zweigen, welche in jedem dieſer Zweige von einer 
jeden Charakteriſtik beruͤhrt wird, denn jede Charakteriſtik hat zwey unendlich nahe liegen⸗ 
de Punkte, oder mit andern Worten, ein Linearelement mit demſelben gemein. 

Dieſe Linie, obſchon ſie nicht auf jeder Umhuͤllungsflaͤche wirklich erſcheint, iſt aber 
da wo fie vorkommt, im Allgemeinen eine nothwendige Folge der Erzeugung, und un⸗ 
abhaͤngig von der Figur der umhuͤllten Flaͤche, fie iſt eine Ruͤckkehrkante (Art. 102.), 
die zwey oder mehrere Netze der Umhuͤllungsflaͤche von einander trennt. 

108, Die einfachſte Umhuͤllungsflaͤche iſt diejenige, welche den, von einer Ebene 
durchlaufenen Raum begraͤnzt. Dieſe Flaͤche iſt, wie leicht zu entnehmen, auf wickelb ar. 
Stellen wir uns zum Beyſpiel vor, eine bewegliche Ebene ſolle in jeder ihrer Stellungen 
normal zu einer gegebenen Linie von doppelter Krümmung feyn, - 

Wenn wir irgend eine Stellung dieſer Ebene betrachten, fo wird dieſe von der 
unmittelbar nachfolgenden Ebene nach einer geraden Linie geſchnitten werden, die zweyte 
Ebene ſelbſt wird wiederum von der dritten Ebene nach einer von der erſten verſchiede— 
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nen Geraden geſchnitten werden; die dritte Ebene wird von der vierten nach einer neuen, 
von den zwey erſten unterſchiedenen Geraden durchſchnitten, und ſo weiter fort. Dieſe 
auf einanderfolgenden geraden Durchſchnitte ſind die Charakteriſtiken der Umhuͤllung der 
beweglichen Ebene. Ueberdies ſind alle dieſe Charakteriſtiken zu zwey und zwey aufeinan— 
derfolgend betrachtet in einerley Ebene, weil fie die Durchſchnitte einer nemlichen umhuͤll— 
ten Ebene ſind mit derjenigen, welche ihr unmittelbar vorhergeht und der, welche ihr un— 
mittelbar folgt; daher iſt die Umhuͤllungsflaͤche, die ſie zuſammen bilden, aufwickelbar. 

Aber außerdem, daß jene Charakteriſtiken zu zwey und zwey in einer Ebene liegen, 
koͤnnen ſie in dieſer Ebene nicht parallel ſeyn, weil zwey aufeinanderfolgende Normalebe⸗ 
nen einer doppelt gekruͤmmten Linie im Allgemeinen nicht parallel ſeyn koͤnnen. Daher 
wird jede Charakteriſtik von den beyden anliegenden in zwey unendlich nahen Punkten 
geſchnitten, der Ort dieſer fo beſtimmten Punkte iſt auf der Fläche eine Linie von dop⸗ 
pelter Krümmung, welche alle geraden Charakteriſtiken berührt, es iſt die Ruͤckkehrkante 
der aufwickelbaren Umhuͤllungsflaͤche. (Art. 102.) 

Im Falle die Kurve, zu welcher die bewegliche Ebene ſtets normal ſeyn ſoll, eben 
waͤre, ſtatt von doppelter Kruͤmmung, ſo wuͤrde die Umhuͤllung des von jener Ebene 
durchlaufenen Raumes eine Cylinderflaͤche werden; denn, da die umhuͤllte Ebene ſtets 
ſenkrecht auf eine und dieſelbe Ebene ſeyn müßte, auf jene der Kurve nemlich, fo wär 
ren ihre aufeinanderfolgenden Durchſchnitte ebenfalls ſenkrecht auf dieſe Ebene und folg— 
lich parallel unter ſich. a 

Die Kegelflaͤchen werden durch eine Ebene erzeugt, welche immer durch den Mittel— 
punkt der Flaͤche geht, und ſich ſo bewegt, daß ſie ſtets die Tangente zu der Leitlinie 
des Kegels enthaͤlt. Zwey aufeinanderfolgende Ebenen ſchneiden ſich hier nach einer Kan— 
te des Kegels. 

109. Wir haben (Art. 103.) geſehen, daß drey Bedingungen die Bewegung ei— 
ner geraden Linie feſtſetzen, und daß die dadurch entſtehende Fläche, im Allgemeinen eine 
windiſche ſeyp. Zwey Bedingungen hingegen beſtimmen die Erzeugung einer aufwickelba— 
ren Flaͤche, weil dadurch die Bewegung einer Ebene feſtgeſetzt iſt, und jede aufwickelbare 
Flaͤche als durch eine bewegliche Ebene hervorgebracht, angeſehen werden kann. 

Durch zwey gegebene krumme Linien laͤßt ſich daher ſtets eine aufwickelbare Flaͤche 
führen, aber nur eine Einzige. In der That, wir wollen beyde Kurven mit A und B 
bezeichnen; nachdem man auf der A einen beliebigen Punkt genommen, kann man den— 
ſelben als Scheitel einer Kegelflaͤche betrachten, deren Leitlinie die Kurve B iſt; jede 
tangirende Ebene zu dieſer Kegelflaͤche, muß durch eine Tangente zu der Kurve B gehen. 
Führt man daher durch den, auf der Krummen A genommenen Punkt eine Tangente 
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zu dieſer Linie, und durch die Tangente eine tangirende Ebene zu der Kegelflaͤche, ſo 
geht dieſe Ebene durch zwey Tangenten, won denen die Eine der Linie A, und die An⸗ 
dere, der Linie Z angehört. Indem man den auf der Krummen A genommenen Schei⸗ 
tel verändert, erhält man eine neue Kegelflaͤche, und eine neue Stellung der tangirenden 
Ebene zu den Krummen A und B; die Umhuͤllung des von dieſer Ebene durchlaufenen 
Raumes, iſt die aufwickelbare Flaͤche, welcher auferlegt ward, durch die zwey Krummen A 
und B zu gehen. 

Die Bewegung einer Ebene, welche eine aoftbickelbare Flaͤche e laͤßt ſich am 
Allgemeinſten dadurch beſtimmen, daß man der Ebene auferlegt, ſich zu bewegen, indem 
ſie ſtets tangirend bleibt, zu zwey gegebenen krummen Flaͤchen. Man wird irgend eine 
Stellung dieſer Ebene beſtimmen, wenn man einen beliebigen Punkt im Raume als gemein⸗ 
ſamen Scheitel zweyer Kegelflaͤchen nimmt, welche um die beyden krummen Flaͤchen um⸗ 
ſchrieben ſind, und dieſe nach gewiſſen krummen Linien beruͤhren; eine Ebene, welche dieſe 
beyden Kegelflaͤchen tangirt, beruͤhrt auch beyde gegebener krummen Flaͤchen, und iſt folglich 
die Geſuchte. Indem man den Scheitel der umſchriebenen Kegelflaͤchen veraͤndert, beſtimmt 
man eine weitere Stellung der tangirenden Ebene zu beyden Flaͤchen. Die Umhuͤllung des 
von dieſer Ebene durchlaufenen Raumes, iſt die aufwickelbare Flaͤche, welche um die beyden 
gegebenen krummen Flächen umſchrieben iſt, und dieſelben nach zwey krummen Linien be: 
ruͤhrt. Waͤren dieſe Beruͤhrungslinien der zwey Flaͤchen mit der Aufwickelbaren bekannt, ſo 
koͤnnte man dieſe Letzte auch konſtruiren, indem man ihr auferlegte, durch die zwey Beruͤh⸗ 
rungslinien zu gehen. 

110. Die Umdrehungsflaͤchen koͤnnen betrachtet werden, als die Umhuͤllung 
eines beweglichen geraden Kegels von kreisfoͤrmiger Grundlinie, oder einer Kugel, oder 
eines geraden Cylinders, welcher als Grundlinie einen Meridian der Flaͤche hat. 

Denken wir uns durch irgend einen Punkt einer Umdrehungsflaͤche zwey Ebenen; 
Eine, ſenkrecht auf die Axe, und die Andere durch die Axe gehend: der Schnitt der er⸗ 
ſten Ebene wird ein Parallelkreis und der Schnitt der Zweyten ein Meridian der Flaͤ⸗ 
che ſeyn. Die Tangente zu dem Meridian an dem Begegnungspunkt der zwey Schnitte 
trifft die Axe der Fläche in einem Punkt, und wir haben (Art. 82.) geſehen, daß dieſer 
der Mittelpunkt eines geraden Kegels ſey, der die Umdrehungsflaͤche nach dem Parallel; 
kreiſe berührt. Da man auf dieſe Art jeden Parallelkreis als die Beruͤhrungslinie der 
Flaͤche mit einem geraden Kegel betrachten kann, ſo iſt auch jede Umdrehungsflaͤche als. 
die Umhuͤllung des Raumes anzuſehen, den ein gerader Kegel durchlaͤuft, welcher ſich 
dergeſtalt verändert, daß feine Grundlinie ſtets ein Parallelkreis der Umdrehungsflaͤche 
iſt; feine Erzeugungslinie, die Tangente zu dem Meridian an dem Punkt, in welchem 
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derſelbe die kreisfoͤrmige Grundlinie ſchneidet, und daß ſein Mittelpunkt immer in der 
Umdrehungsaxe liegt. Die aufeinanderfolgenden Durchſchnitte dieſes beweglichen Kegels 
ſind die Parallelkreiſe der Umdrehungsflaͤche. 5 

Eine Kugel, welche als Halbmeſſer das Stuͤck der Normale zu einem Meridian der 
Flaͤche hat, was zwiſchen dem Meridian und der Axe liegt (Art. 91.), und deren Mit⸗ 
telpunkt der Begegnungspunkt dieſer Normalen mit der Axev iſt, berührt: offenbar die Um⸗ 
drehungsflaͤche nach dem Parallelkreis, welcher durch den Fuß der Normalen geht; denn 
die beyden Flaͤchen haben an allen Punkten dieſes Parallelkreiſes einerley Normalen, 
und folglich einerley tangirende Ebenen; wenn daher dieſe Kugel ſich ſo bewegt, daß ihr 
Mittelpunkt die Umdrehungsaxe durchlaͤuft und ihr Halbmeſſer immer gleich iſt dem 
Stuͤck der Rormalen zwiſchen ihrem Mittelpunkt und dem Meridian, ſo bildet die Um⸗ 
drehungsflaͤche ihre Umhuͤllung. 

Betrachtet man den Meridianſchnitt einer Umdrehungsflaͤche als Grundlinie eines 
geraden Cylinders, deſſen Kanten ſenkrecht auf die Ebene des Schnittes find; fo iſt jeg⸗ 
liche von dieſen Kanten Tangente zu einem Parallelkreis der Umdrehungsflaͤche, und 
folglich Tangente zu der Flaͤche ſelbſt: die Beruͤhrungspunkte der Tangenten ſind die 
Punkte des Meridianes. Der Cylinder iſt daher umſchrieben zu der Umdrehungsflaͤche, 
und berührt dieſelbe nach dem Meridiane. Laßt man den Cylinder ſich fo bewegen, daß 
feine Grundlinie nach und nach in alle Meridianebenen übergeht, fo it die Umdrehungs⸗ 
flaͤche die Umhuͤllung des von dem Cylinder durchlaufenen Raumes. 

111. Die Umhuͤllung des Raumes, den eine Kugel durchlaͤuft, deren Halbmeffer: 
beſtaͤndig oder veraͤnderlich iſt, gehört im Allgemeinen zu der Gattung, welche man roͤh—⸗ 
renfoͤrmige Flaͤchen nennt. Wenn der Halbmeſſer der Kugel beſtaͤndig iſt, und die, 
von ihrem Mittelpunkt durchlaufene Linie ein Kreis, fo iſt die Umhuͤllung derſelbem eine 
ringfoͤrmige Flaͤche. (Art. 64.) f 

112. Obgleich die Erzeugung der Umhuͤllungsflaͤchen ſehr abſtrakt ſcheinen mag, 
ſo wird ſie doch in mehreren techniſchen Kuͤnſten angewendet, und dies hauptſaͤchlich von 
den Drehern und Blechnern (Klempnern ). | 

Die Letzten wiſſen eine Tafel Blech um eine Reihe gerader Linien fo zu biegen, daß 
die Ebene der Tafel ſich in eine aufwickelbare Flaͤche verwandelt, von welcher dieſe Tafel, 
waͤhrend der Arbeit, die umhuͤllte Erzeugungsebene iſt. 

Die Dreher geben ihren Werken mit einem Inſtrumente die Vollendung, deſſem 
Schneide eine gerade Linie iſt. Wenn ſie arbeiten, ſo beſchreibt dieſe Schneide, in Be⸗ 
zug auf die zu verfertigende Umdrehungsflaͤche eine umhüllte Kegelfläche derſelben; 
und durch die paſſende Aenderung der Richtung des Inſtruments geſchieht es, daß die. 
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verſchiedenen Zonen der Umhuͤllten nach und nach mit der auszuführenden Fläche zuſam— 
menfließen. 

Es iſt demzufolge einleuchtend, daß die Uebung den Blechnern und Drehern einige 
Begriffe von der Erzeugung der Umhuͤllungen geben muͤſſe; aber was viekeicht uͤberra— 
ſchend ſcheinen mag, iſt, daß ſie einen ſehr feinen Takt hierin haben, und daß ſie auf 
den bloßen Anblick einer Oberflaͤche erkennen, ob ſie dieſelbe verfertigen koͤnnen oder nicht. 

Nehmen wir an, man habe Modelle von aufwickelbaren Flaͤchen, von Umdrehungs— 
flaͤchen und von windiſchen Flächen “) zuſammengeſtellt, und man verlange von geſchick⸗ 
ten Vlechnern und Diehern, alle diejenigen herauszunehmen, die fie verfertigen konnten; 
ſo wird der Blechner alle aufwickelbaren Flaͤchen zur Seite ſtellen, der Dreher alle Um- 
drehungsflaͤchen, und keiner von beyden wird ſich mit den windiſchen befaſſen. 

Nun aber ſind die windiſchen Flaͤchen das Reſultat der Bewegung einer Geraden, 
wie die Aufwickelbaren; woran unterſcheidet nun der Blechner die Erſten von den Letz 
ten? An folgendem: bey der windiſchen Flaͤche iſt die bewegliche Gerade nur eine ge— 
woͤhnliche Erzeugungslinie, bey der aufwickelbaren Flaͤche aber iſt ſie eine Charakteriſtik, 
auf einer kleinen, unendlich ſchmalen Zone gelegen, und dieſe Zone, welche eine Andeu— 
tung von der umhuͤllten Ebene giebt, zeigt dem Blechner an, daß dieſer Umhuͤllten ein 
cylindriſcher oder kegelfoͤrmiger Ambos ſubſtituirt werden koͤnne, um darauf eine Tafel 
Blech ſo zu biegen, daß ſie ſich in eine aufwickelbare Flaͤche verwandle. f 

Eben fo entſteht eine Umdrehungsflaͤche durch die Bewegung eines Kreiſes, wie alle 
Kegel- und Cylinderflaͤchen von elliptiſchen Grundlinien.) Aber bey dieſen Letzten iſt 
der Kreis nur eine gewoͤhnliche Erzeugungslinie, bey der Umdrehungsflaͤche hingegen iſt 
er die Beruͤhrungslinie der Umhuͤllungsflaͤche mit der Umhuͤllten, daß heißt, eine Cha: 
rakteriſtik. Dieſe Charakteriſtik zeigt dem Dreher an, daß wenn er ſeinen Meiſſel, in 
Bezug auf den zu drehenden Körper gerade Kegelflaͤchen beſchreiben läßt, dieſer Meiſſel, 
mit Gewandheit geführt, ihre Umhuͤllung hervorbringen werde, und daß er folglich zur 
Verfertigung aller moͤglichen Umdrehungsflaͤchen dienen koͤnne, während er zur Verferti— 
gung aufwickelbarer Flaͤchen, die nicht zugleich durch Umdrehung erzeugt werden koͤnnen, 
nicht zu gebrauchen iſt. 


7 Vorausgeſetzt, daß unter dieſen Modellen keine ſeyen, welche entweder windiſch eber aufwickel⸗ 
bar und zugleich durch Umdrehung entſtanden ſeyen. 


*) Alle Kegel- und Cylinderflächen von elliptiſchen Grundlinien können durch zwey Syſteme pa. 
ralleler Ebenen, nach Kreiſen geſchnitten werden. (Siehe Art. 120.) 
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Von den Flaͤchen der zweyten Ordnung. 


113. Unter Flaͤchen der zweyten Ordnung oder des zweyten Grads 
begreift man diejenigen, welche, wenn ſie von einer Ebene geſchnitten werden, immer 
eine Kurve der zweyten Ordnung hervorbringen. Sie haben, wie dieſe, die Eigenthum— 
lichkeit von einer Geraden in nicht mehr als zwey Punkten getroffen zu werden. 

Die Eigenſchaften der Flaͤchen der zweyten Ordnung laſſen ſich nur durch die An: 
wendung der Algebra auf die Geometrie herleiten, woher auch die Benennung „Flaͤche 
vom zweyten Grad“, gezogen iſt, oder durch rein geometriſche Theorien, welche aber 
durchaus außer den Graͤnzen dieſes Lehrbuches liegen.“) Jedoch wegen der häufigen 
Anwendung, welche dieſe Flaͤche in den graphiſchen Kuͤnſten finden; iſt es unerlaͤßlich, 
wenn auch nicht die Eigenſchaften derſelben, doch wenigſtens ihre Geſtalt und Erzeugung 
zu kennen; und dieſe wollen wir in den nachfolgenden Paragraphen auseinanderſetzen. 

114. Der Kegel von kreisfoͤrmiger Grundlinie kann, wie bekannt, von einer Ebe 
nen nach den drey krummen Linien vom zweyten Grad, der Ellipſe, der Parabel 
und der Hyperbel geſchnitten werden. (Art. 262 et seq.) Dieſe drey Kurven find ſyme— 
teriſch, **) in Beziehung auf zwey unter ſich ſenkrechte Gerade, welche man Haupt- 
Axen des Kegelſchnittes nennt; ſie haben Scheitel und dieſe Scheitel ſind die Begeg— 
nungspunkte der Linie mit ihren Haupt- Axen. 

Wir ſetzen als bekannt voraus, daß man dieſe Kurven mittelſt ihrer Haupt- Axen 
zu zeichnen verſtehe. (Diejenigen, welche dieſe Vorkenntniſſe noch nicht beſitzen ſollten, 
finden in dem §. 1. des Anhanges eine kurzgefaßte Darſtellung der Konſtruktion und 
der vorzuͤglichſten Eigenſchaften der Kegelſchnittslinien.) 

115. Man denke ſich durch irgend einen Punkt des Raumes drey unter ſich ſenk⸗ 
rechte Geraden, und, um unſere Vorſtellung zu fixiren, wollen wir annehmen, zwey von 
dieſen Geraden waͤren in einer Horizontalebene und die Dritte folglich vertikal. Denken 
wir uns ſofort dieſen gemeinſchaftlichen Punkt der drey Geraden als Mittelpunkt dreyer⸗ 


*) Man ſehe hierüber Poncelet'ts Traitè a proprietes projectives des figures; (Siehe die 
Vorrede.) 

) Zwey ebene Figuren, oder auch zwey Theile einer ſolchen Figur find ſymetriſch, wenn ihre: 
Eorrefpondirenden Punkte auf Parallelen liegen, die ſämmtlich von einer nemlichen Senkrech⸗ 
ten, der Axe der Symetrie, durch ihre Mitten geſchnitten werden. — Zwey Körper find 
ſymetriſch von Geſtalt und Stellung, wenn die korreſpondirenden Punkte der Bey, 
den durch parallele Gerade verbunden werden können, deren Mitten in einer nemlichen auf 
dieſelben ſenkrechten Ebene liegen, welche die Ebene der Symetrie heißt. 

ger 
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Kugeln von den Halbmeſſern a, b, e; dieſe Kugeln werden die drey Geraden in ſechs 
Punkten ſchneiden, ſo, daß die zwey Punkte, welche auf einer nemlichen Geraden liegen, 
um die Abſtaͤnde 2 a, 2 b, 2 c, von einander entfernt find, 

Dieſes feſtgeſetzt, ſo konſtruire man zwey Ellipſen, welche, als gemneinſchaftlichen 
Mittelpunkt, den Durchſchnitt der ſenkrechten Geraden haben, und von denen die Eine 
als Haupt- Axen die zwey Geraden 2 a und 2 b hat, und die Andere, die zwey Ge⸗ 
raden 2 a, 2 0. Nachdem man durch die Gerade 2 c eine Reihe von Ebenen geführt 
hat, von denen jegliche die Ebene der erſten Ellipſe nach einer, durch den Mittelpunkt 
gehenden Geraden ſchneidet, konſtruire man über dieſen zwey Geraden, als Haupt-Axen, 
eine neue Ellipſe. Dieſe Reihe von Ellipſen, welche als gemeinſchaftliche Axe die Gerade 
2 haben, gehört einer Fläche vom zweyten Grad, welche man Ellipſoid nennt. 

Wenn man ſich eine Reihe von Hyperbeln denkt, welche die Gerade 2 c als einge— 
bildete Axe gemein haben, und als Scheitel die Punkte der Ellipſe, welche uͤber den Ge— 
raden 2 a, 2 b, als Axen konſtruirt iſt; fo gehört dieſe Reihe von Hyperbeln einer Flaͤ— 
che vom zweyten Grad, welche Hyperboloid von einem Netze genennt wird. Die 
Ellipſe, deren Axen 2 a, 2 b ſind, bildet die Kehle des Hyperboloids von einem Netz. 
Dieſe Flaͤche beſteht aus zwey gleichen Theilen, welche nach jener Kehllinie tangirend in 
einander laufen, und ſich von da an, auf und abwaͤrts ins Unendliche ausdehnen. 

Man ſubſtituire der Ellipſe, welche als Axen, die Geraden 2a, 2 h hat eine, über 
denſelben Axen konſtruirte Hyperbel, deren reelle Scheitel an den Endpunkten der Gera— 
den 2 a liegen. Durch die Gerade 2 c fuͤhre man eine Reihe von Ebenen, von denen 
jede die Ebene der Hyperbel nach einer Geraden ſchneidet, das Stuͤck dieſer Geraden, 
was zwiſchen den beyden Zweigen der Hyperbel gefaßt iſt, nehme man als reelle Axe 
einer neuen Hyperbel, welche als zweyte oder eingebildete Axe die Gerade 2 c hat. Die 
Reihe dieſer neuen Hyperbeln gehoͤren einer dritten Flaͤche vom zweyten Grad, welche 
Hyperboloid von zwey Netzen heißt. a 

116. Die drey Geraden 2 a, 2 b, 2 c ſind die Haupt-Axen der Flaͤchen der 
zweyten Ordnung; ihr gemeinſchaftlicher Durchſchnittspunkt iſt der Mittelpunkt der 
Flache.) Die Begegnungspunkte der Fläche mit ihren Axen find die Scheitel derſelben. 
Bey dem Ellipſoid find die ſechs Scheitel reell; bey dem Hyperboloid von einem Netz 


\ 


*) Dieſer Mittelpunkt hat die Eigenſchaft, daß er alle durch denſelben geführten Sehnen der 
Fläche in zwey gleiche Theile theilt, Sehne einer Fläche nennt man nemlich das Stück 
einer Geraden, welche die Fläche in zwey Punkten ſchneidet, was zwiſchen dieſen Durch⸗ 
ſchnittspunkten gefaßt iſt. 
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beſchraͤnkt ſich die Zahl der reellen Scheitel auf vier, und auf zwey bey dem Hyper: 
boloid von zwey Netzen. Man nennt die Schnitte der drey Ebenen, welche durch zwey 
und zwey Axen gehen die Haupt- Schnitte der Flaͤche. 

Zwey andere Flaͤchen vom zweyten Grad, welchen man die Benennung ellipti— 
ſches Paraboldoid und hyperboliſches Paraboloid gegeben hat, haben keinen 
Mittelpunkt oder ihr Mittelpunkt liegt vielmehr im Unendlichen, und ſie haben nur einen 
einzigen reellen Scheitel. 

117. Denken wir uns zwey, unter ſich ſenkrechte Ebenen, und in denſelben zwey 
Parabeln, deren große Axen in dem Durchſchnitt der Ebenen liegen, und welche als ge— 
meinſamen Scheitel einen Punkt dieſes Durchſchnitts haben. Nehmen wir überdies die 
Parabeln von verſchiedener Weite an, und laſſen wir, waͤhrend die eine Parabel feſt 
bleibt, die andere ſich ſo bewegen, daß ihre Ebenen immer ſenkrecht ſind, und daß der 
Scheitel der beweglichen Parabel beſtaͤndig auf der Feſten bleibe. Durch dieſe Bewegung 
wird die mobile Parabel, wenn ſie nach derſelben Richtung divergirt, wie die feſte Pa⸗ 
rabel, das elliptiſche Paraboloid erzeugen, und wenn ſie nach entgegengeſetzter 
Richtung divergirt, ſo erzeugt ſie das hyperboliſche Paraboloid. ur 

118. Alle Flaͤchen der zweyten Ordnung reduziren ſich auf die fünf Folgenden: das 
Ellipſoid, das Hyperboloid von einem Netz, das Hyperboloid von zwey Netzen, das 
elliptiſche Paraboloid und das hyperboliſche Paraboloid. Die beſtaͤndigen Größen, welche 
dieſe fuͤnf Flaͤchenarten beſtimmen, koͤnnen unter ſich gewiſſe Vehaͤltniſſe haben, welche 
dieſelben in andere Flächen vom zweyten Grad umgeſtalten als die Kugel, den Kegel 
und den Cylinder, deren Grundlinien die drey Kegelsſchnittslinien find ie. Wenn von 
den drey Axen 2 a, 2 b, 2 c des Ellipſoids zwey gleich werden, fo verwandelt ſich 
daſſelbe in eine Umdrehungsflaͤche, und es hat als Umdrehungsaxe diejenige von den 
dreyen, welche keine gleiche hat. Werden alle drey Axen des Ellipſoids einander gleich, 
ſo wird dieſe Flaͤche eine Kugel. 8 

Das Hyperboloid von einem Netz verwandelt ſich in eine Umdrehungsflaͤche, wenn 
die Axen 2 a, 2b des elliptiſchen Haupt-Schnittes gleich werden; fo daß dieſe Ellipſe 
ein Kreis wird; die Gerade 2 c iſt ſodann die Umdrehungsaxe. Auch das Hyperboloid 
von zwey Netzen, und das elliptiſche Paraboloid koͤnnen Umdrehungsflaͤchen werden. Die 
erſtere Flaͤche wird ſodann erzeugt, durch die Umdrehung einer Hyperbel um ihre reelle 
Axe, und die Zweyte, durch die Umdrehung einer Parabel um ihre große Axe. 

119. Das Hyperboloid von einem Netze hat die Eigenſchaft, durch die gerade Li— 
nie erzeugt werden zu koͤnnen; und zwar auf zwey verſchiedene Weiſen, ſo daß man 
durch jeden Punkt dieſer Flaͤche zwey Gerade ziehen kann, die mit allen ihren Punkten 
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der Fläche angehören. Wenn eine bewegliche Gerade ſich auf drey feſten Geraden als 
Leitlinien bewegt, ſo iſt die Flaͤche, die ſie erzeugt, ein Hyperboloid von einem Netz: und 
wenn man drey beliebige Stellungen der Erzeugungslinie als die Leitlinien einer neuen 
beweglichen Geraden nimmt, ſo erzeugt dieſe Letztere durch ihre Bewegung abermals 
daſſelbe Hyperboloid. 

Es ſey I K, (Taf XII. Fig. 6.) eine Gerade, welche ſich bene indem ſie 
ſich beſtandig auf drey im Raume gegebene Gerade AB, M N. C D ftüßt, und dieſe 
Geraden in den Punkten I, 6, K ſchneidet. Es ſeyen ferner AM D, B N C zwey 
andere Stellungen der beweglichen Geraden. Wenn eine zweyte bewegliche Gerade ſich 
auf den drey als feſt angenommenen Geraden A M D, 1 G K, BN C als Leitlinien 
bewegt, ſo bringen die beyden Bewegungen nur eine und dieſelbe Flaͤche hervor.) 

Dieſe Eigenſchaft des Hyperboloids von einem Netze iſt für die darſtellende Geo; 
metrie die merkwuͤrdigſte, weil ſie, wie wir im naͤchſten Kapitel ſehen werden, auf eine 
einfache Weiſe zur Konſtruktion der tangirenden Ebenen zu den windiſchen Flächen führt. 

120. Wenn die beyden reellen Axen 2 a, 2 b des Hyperholoids von einem Netze 
gleich werden, das heißt, wenn ſich daſſelbe in eine Umdrehungsflaͤche verwandelt, ſo kann 
dieſe Flaͤche auch durch eine Gerade erzeugt werden, die mit der Axe 2 c nicht in einer 
Ebene liegt, und ſich um dieſelbe als Rotationsaxe dreht. 

Geht man von dieſer, durch die Analiſis bewieſenen Eigenſchaft des Umdrehungs⸗ 
hyperboloids von einem Netze aus, fo läßt ſich auch bey dieſer Fläche die Eigenfchaft: 
der doppelten Erzeugung durch die gerade Linie geometriſch darthun. 
| 121. Es fey (A, 4 ) (Taf. IX.) eine vertikale Gerade, fie ſtelle die Are 2 8 
des Hyperboloids vor, (R r g). fey eine zweyte Gerade, welche durch ihre Umdre⸗ 
hung um die Erſte ein Umdrehungshyperboloid von einem Netze erzeugt. Die aus dem 
Punkt A auf die Gerade R Q gefällte Senkrechte A T, iſt die Horizontalprojektion der 
kuͤrzeſten Entfernung der zwey Geraden (A. aa), (RQ, rg)% Der Fußpunkt (T, 2) 
dieſer Senkrechten auf der Erzeugungslinie (R, 9) beſchreibt bey der Umdrehung 
dieſer Letzten den kleinſten Parallelkreis der Flaͤche, welchen wir aus dieſem Grunde den 
Kehlkreis nennen (Art. 115.). Jeder andere Punkt der Erzeugungslinie, beſchreibt. 


*) Der Beweis für die Identität der auf bepde Arten erzeugten Flächen läßt ſich rein geome⸗ 
triſch nur auf eine weitläufige Art führen. 
Wir haben denjenigen, den Hachette in feinen Elements de Geometrie à trois di: 
mensions beybringt, und welcher ſich auf einen Artikel von Chasles in der Gorrespondance: 
sur l’ecole polytechnique: gründet, in der Note II, zu Ende dieſes Buches angefügt. 
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einen größeren Parallelkreis, wie zum Beyſpiel der Punkt CR, 7) auf der Horizontal, 
ebene den Kreis. (RU O V, e /). 

Wenn man durch die Are irgend eine Meridianebene A M fuͤhrt, ſo ſchneidet dieſe 
die Erzeugungslinie (R Q, rg) in einen Punkt CM, m) und man kann ſich eine 
zweyte Gerade (VIU, ) denken, welche ſymetriſch mit der (R Q,rgI geſtellt iſt, 
in Bezug auf die Ebene A M. Dieſe zweyte Gerade wird die Horizontalebene in ei— 
nem Punkt U des Kreiſes (KU O, /) treffen, fo daß die Gerade R U ſenkrecht 
auf A M iſt, und fie wird die Ebene A M in dem nemkichen Punkt (M, m) wie die 
Gerade (R Q, r g) durchſchneiden. Laſſen wir die beyden Geraden (R 2 
(VU, o ) eine gleich große Drehung um die Axe machen, indem ſie ſich gleichmäßig 
der Ebene A M nähern, oder von ihr entfernen; fo bleibt dieſe letzte immer ihre Ebene 
der Symetrie, ſie werden ſich immer in einen Punkt derſelben Ebene ſchneiden, und 
wenn beyde Geraden eine ganze Umdrehung vollendet haben, ſo wird die Reihe ihrer 
Durchſchnittspunkte auf der Ebene A Ms eine Linie bilden, welche nichts anderes iſt, 
als der Meridian der Flaͤche. Wenn man daher die Meridianebene ſammt den zwey 
Geraden ſich zu gleicher Zeit um die Are drehen laßt, fo werden fie nur eine und Die 
ſelbe Umdrehungsflaͤche beſchreiben. 

Das Umdrehungshyperboloid von einem Netz kann daher auf doppelte Art durch 
die gerade Linie erzeugt werden, die geraden Erzeugungslinien eines Syſtems begegnen 
ſich nicht, aber fie werden Alle durch irgend eine Gerade des andern Syſtems geſchnit— 
ten. Da nun durch drey Leitlinien die Bewegung einer Geraden feſtgeſetzt wird, ſo iſt 
zufolge dieſer Eigenthuͤmlichkeit einleuchtend, daß je drey, einem nemlichen Erzeugungsſy— 
ſtem angehoͤrigen Geraden des Umdrehungshyperboloids genommen werden koͤnnen, um 
als Leitlinien einer Geraden zu dienen, welche durch ihre Bewegung auf jenen Geraden, 
dieſelbe Flaͤche erzeugen wird. 

In allen ihren Stellungen find die Geraden (R, rg), (V U, vu) tangirend 
zu einem geraden Cylinder, welcher als Axe die Vertikale (A, a a’) hat, und als Baſis 
den Kehlkreis (T C D, cd), deſſen Halbmeſſer die Fürzefte Entfernung einer geraden 
Erzeugungslinie von der Axe iſt. Alle Geraden der Flaͤche haben die gleiche Neigung 
gegen die Axe, und der Winkel, den ſie mit der Horizontalebene machen, iſt beſtaͤndig. 

122. Wenn man die drey geraden Leitlinien des Hyperboloids von einem Retze 
parallel zu einer und derſelben Ebene annimmt, ſo bleibt die, auf dieſe drey Geraden 
ſich ſtutzende gerade Erzeugungslinie der Fläche immer parallel zu einer andern Ebene, 
und das Hyperboloid von einem Netze verwandelt ſich in ein hyperboliſches Paraboloid. 
Dieſe letzte Flaͤche wird auch durch eine Gerade erzeugt, die ſich bey ihrer Bewegung 
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auf zwey gerade Leitlinien ſtüͤtzt und dabey beſtaͤndig parallel zu einer gegebenen Ebene 
bleibt. 

Wenn man von dieſer Erklaͤrung des hyperboliſchen Paraboloids ausgeht, ſo laͤßt 
ſich beweiſen, daß dieſe Flaͤche noch auf eine zweyte Art durch eine Gerade erzeugt wer— 
den kann, wenn ſich nemlich dieſe neue Erzeugungslinie auf zwey beliebige Erzeugungs— 
linien des erſten Syſtems, als Leitlinien ftüßt, und dabey parallel zu der Ebene der zwey 
erſten Leitlinien bleibt. 


123. Es ſeyen A C, A“ C (lat XII. Fig. 5) zwey gegebene Leitlinien des Parabo— 
loids; A A“, C C“ ſeyen zwey Erzeugungslinien, welche die gegebenen Leitlinien in den 
Punkten A und A“, C und C“ ſchneiden. Durch die Geraden G C“ und A” C“ denke. 
man ſich eine Ebene geführt, und dieſe ſey als Projektionsebene angenommen. 

Die Ebenen, welche durch die Gerade A A“ parallel zu der C C“, und durch die 
Gerade C A parallel zu der C“ A” geführt find, ſchneiden ſich nach einer Geraden A a, 
und ihre Riſſe auf der Projektionsebene ſchließen mit jenen obigen W ein Paral⸗ 
lelogramm Ca A“ C“ ein. 


Eine zu den zwey Erzeugungslinien A A”, C C“ parallele Ebene hat als Riß eine 
Parallele zu A“ a, wie B! b: fie ſchneidet die gegebenen Erzeugungslinien in zwey Punk- 
ten B, B', welche Punkte die Stellung einer dritten Erzeugungslinie B B“ beſtimmen; 
und fie trennt von dem Dreyecke A Ca ein aͤhnliches Dreyeck B Cb. 

Wir werden beweiſen, daß, wenn man durch irgend einen Punkt B' der Geraden 
BB’ eine Ebene parallel zu der Ebene a CA führt, dieſe Ebene das Paraboloid eben: 
falls nach einer geraden Linie ſchneide. | 

Der Riß Ca dieſer genannten Ebene muß parallel zu C a feyn, und fe wird 
die zwey parallelen Ebenen A A“ a, BB’ nach den zu A a parallelen Geraden 
A a, B 5 durchſchneiden. A’ und C' find die Punkte, in denen dieſelbe Ebene die 
Geraden A A“, C C' trifft, und ich ſage, daß die drey Punkte A, B, C in der 
Linie liegen. 


In der That, die Ebene C 4 K ſchneidet von den drey Dreyecken A A a, B. Bb, 
CA wechſelſeitig aͤhnliche Dreyecke ab, welche folgende Proportionen geben: 
Aa; AA: A A d . B. b:W or. B M&SBp.BE, 
ader wenn man die mittlere Verhaͤltniſſe ausſchließt. 
A a: Br: Ad: B b 


— 
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Man hat daher | 
Aa A u C Cd 
Be C 
und folglich liegen die drey Punkte A’, B., C' in gerader Linie. | 

Es ergiebt ſich hieraus, daß das hyperboliſche Paraboloid nach zwey verſchiedenen 
Weiſen durch die gerade Linie erzeugt werden kann, einmal, indem die Erzeugungslinie 
ſich auf zwey feſte Gerade als Leitlinien lehnt und dabey parallel zu einer gegebenen 
Ebene bleibt; und zweytens, indem man zwey beliebige Erzeugungslinien jenes erſten 
Syſtems als feſte Leitlinien nimmt, wobey die bewegliche Gerade immer parallel bleibt, 
zu der Ebene der zwey Leitlinien des erſten Syſtems. Beyde Erzeugungsarten erge- 
ben ſich, wie man ſieht, Eine aus der Andern auf durchaus gleiche Weiſe. 

124. Das Hyperboloid von einem Retze, das Umdrehungshyperboloid von einem 
Netze und das hyperboliſche Paraboloid gehören, wie aus ihrer Erzeugungsart durch die 
gerade Linie hervorgeht zu den windiſchen Flaͤchen, und ſie ſind die einfachſten dieſes 
Geſchlechtes. Alle drey koͤnnen auf doppelte Art durch die Gerade erzeugt werden. Die 
zwey Syſteme der geraden Erzeugungslinien theilen dieſe Flaͤchen in eine unendliche An— 
zahl kleiner windiſcher Vierecke, und die Flaͤchenſtuͤckchen, welche zwiſchen zwey aufeinander⸗ 
folgenden Erzeugungslinien eines nemlichen Syſtems gefaßt find, find windiſche Elemente, 
die ſich nach der Richtung der Geraden, von denen ſie eingeſchloſſen werden, ins Unend⸗ 
liche ausdehnen. | | | 

125. Das Hyperboloid von einem Netz wird ein gerader Kegel von elliptiſcher 
Grundlinie, wenn die, auf den beyden Axen 2 a, 2 b (Art. 115.) konſtruirte Ellipſe ſich 
auf einen Punkt reduzirt, waͤhrend die dritte Axe 2 c unendlich groß wird. 

Dieſer Kegel iſt die einfachſte Flaͤche vom zweyten Grad, welche durch eine Ebene 
nach den drey Kurven vom zweyten Grad, der Ellipſe, der Parabel und der Hyperbel 
geſchnitten werden kann; er beſitzt ſo wie alle uͤbrigen Flaͤchen vom zweyten Grad die 
genſchaft, durch zwey Reihen verſchiedentlich geneigter Ebenen nach Kreiſen gefhnitten 
werden zu koͤnnen, wobey übrigens bemerkt werden muß, daß bey dem hyperboliſchen Pa— 
raboloid die Kreiſe von unendlichem Halbmeſſer find, und mit den Geraden der Fläche zur 
ſammenfallen. Nimmt man bey dem elliptiſchen Kegel einen dieſer Kreiſe für ſeine Grund 
linie, ſo geht die aus dem Mittelpunkt der Flaͤche auf die Ebene des Kreiſes gefaͤllte Senkrechte 
nicht durch den Mittelpunkt deſſelben, und aus dieſem Grunde nennt man ihn ſchiefen 
Kegel. (Art. 61.) Siehe Rote HJ, 

126. Unter den Eigenſchaften der Flaͤchen vom zweyten Grad iſt diejenige für die 
zeichnenden Kuͤnſte beſonders bemerkenswerth, daß alle Schnitte dieſer Flächen durch parallele 
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Ebenen aͤhnlich ſind. Die Kegel und Cylinder des zweyten Grads, haben dieſe Eigenſchaft 
mit allen übrigen Kegeln und Cylindern gemein. Siehe Note J. 


* * 
* 


127. Indem wir ſomit dieſe Kapitel uͤber die Geſtalt und die Erzeugung der 
krummen Flaͤchen ſchließen, muͤſſen wir in einige nothwendige Eroͤrterungen in Bezug auf 
die Projektionszeichnungen eingehen, wozu wir bis jetzt noch keine Gelegenheit fanden. 

Im Allgemeinen haben alle krummen Flaͤchen, wie vervielfaͤltigt auch ihre Netze 
ſeyn moͤgen, doch immer nach einer gewiſſen Richtung eine endliche und umgraͤnzte 
Ausdehnung. Der Umfang ihrer Projektionen wird daher im Allgemeinen ebenfalls ganz 
oder theilweiſe durch eine gewiſſe krumme Linie eingeſchloſſen, welche wir die Begraͤn— 
zungslinie der Projektion der Flaͤche nennen. Bey der Kugel iſt dies eine Kreislinie, 
bey den Cylindern und Kegeln gewoͤhnlich das Syſtem zweyer Geraden u. ſ. w. Dieſe 
Begraͤnzungslinie iſt aber nichts anderes als die Baſis einer Cylinderfllaͤche, deren Kan— 
ten ſenkrecht auf die Projektionsebene find, und welche die projektirte Fläche nach einer 
gewiſſen krummen Linie beruͤhrt, von welcher jene Baſis des Cylinders ſelbſt die Pro— 
jektion iſt. . | | 

Da wir nun (Art. 25.) die Stellung des Auges als in unendlicher Entfernung 
von der Projektionsebene angenommen haben, ſo, daß alle Seheſtrahlen parallel unter 
ſich find und ſenkrecht auf die Projektionsebene, fo iſt zufolge dieſer Annahme einleuch— 
tend, daß die genannte Beruͤhrungslinie des umhuͤllenden Cylinders mit der projektirten 
Flaͤche, dieſe in zwey Theile theile, wovon der, gegen das Auge gewendete mit allen auf 
demſelben verzeichneten Linien geſehen ſey, der uͤbrige Theil hingegen durch dieſen bedeckt 
erſcheine. 

Denken wir uns nun auf der Fläche irgend eine krumme Linie verzeichnet, welche 
die Beruͤhrungslinie derſelben mit dem umſchriebenen Cylinder in einem Punkte ſchneidet; 
ſo ſind die Tangenten zu den beyden Linien an jenem Punkt, in einer und derſelben 
tangirenden Ebene enthalten. In dieſer nemlichen Ebene muß aber auch die durch den⸗ 
ſelben Punkt gehende Kante des umſchriebenen Cylinders enthalten ſeyn, weil dieſe eine 
Tangente zu der Flaͤche iſt; die tangirende Ebene iſt daher ſenkrecht auf die Projektions⸗ 
ebene und die Projektionen der in ihr enthaltenen zwey Tangenten fallen in eine einzige 
Gerade zuſammen, welche ſelbſt die unbeſtimmte Projektion der tangirenden Ebene iſt. 
Die Projektionen der zwey auf der Flaͤche gezogenen Linien beruͤhren ſich daher in einem 
Punkte, welcher die Projektion ihres Durchſchnittspunks auf der Flaͤche if, 
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128. Aus allem oben Geſagten ziehen wir folgende Saͤtze als Reſultate: 

I. Die Begraͤnzungslinie, welche den Umfang der Projektion einer krummen 
Släche beſtimmt, beruͤhrt die Projektionen aller auf der Släche verzeichneten Linien, 
wenn nemlich die Ausdehnung derſelben fo groß iſt, daß fie auf die Släche jene 
Linie durchſchneiden, oder berühren, deren Projektion die genannte Begraͤnzungs⸗ 
linie iſt. 

II. wenn eine durch ihre Projektionen dargeſtellte krumme Flaͤche allein im 
Raume vorhanden iſt, ſo daß keiner ihrer Theile durch eine andere Släche bedeckt 
erſcheint, ſo ſind die Beruͤhrungspunkte der Begraͤnzungslinie der Projektion der 
Flaͤche mit den Projektionen alle auf der Släche verzeichneten Linien zugleich auch 
die Trennungspunkte der geſehenen und bedeckten Theile dieſer letztgenannten 
Linien. 

129. Von dieſen beyden Saͤtzen findet beſonders der Erſte eine ſtete Anwendung bey der 
Konſtruktion der Durchſchnitte krummer Flaͤchen; und uͤberhaupt bey jeder geometriſchen 
Zeichnung, auf welcher krumme Flaͤchen dargeſtellt werden; und obgleich Nichts mehr der 
Klarheit einer ſolchen Darſtellung ſchadet als ein Verſtoß gegen denſelben, ſo werden doch 
dergleichen Fehler nur zu haͤufig von Zeichnern begangen „die unbekannt find mit den 
Methoden der darſtellenden Geometrie. 

Wir werden bey Gelegenheit einiger Aufgaben des dritten Buches. (Art. 315— 323) 
zwar auf eine Ausnahme von dieſer allgemeinen Regel treffen, dieſe Ausnahme jedoch 
daſelbſt deutlich erklaͤrt finden. | 

Das Umgekehrte des erſten Satzes laßt ſich anwenden, um die Begraͤnzungslinie 
der Projektion irgend einer krummen Fläche zu finden; denn wenn man die Projektio— 
nen einer hinlaͤnglichen Zahl von Erzeugungslinien der Flaͤche konſtruirt hat, und man 
zieht an dieſe ſaͤmmtlichen Projektionen eine beruͤhrende krumme Linie, ſo iſt dieſe offen— 
bar die verlangte Begraͤnzungslinie. Dieſes Verfahren erfodert übrigens, um genau zu 
ſeyn, daß man eine ziemlich große Anzahl von Projektionen der Erzeugungslinie beſtimme, 
denn nur mit einer ſehr geuͤbten Hand laßt ſich eine krumme Linie, die durch die alleiz 
nige Bedingung gegeben iſt, eine gewiſſe Anzahl anderer in einer Ebene gegebener Kur— 
ven zu berühren, mit hinlaͤnglicher Genauigkeit ziehen. 

Was den zweyten Satz betrifft, fo giebt derſelbe eine ſichere Regel, wie die geſehe— 
nen und bedeckten Theile einer durch ihre Projektionen dargeſtellten krummen Flaͤche zu 
unterſcheiden ſeyen, durch welche Unterſcheidung eine Projektionszeichnung erſt den großen 
Vorzug erhaͤlt, ein Bild zu machen. Es iſt jedoch leicht zu erſehen, daß dieſe Regel 
nur dann ihre Anwendung finden koͤnne, wenn die vorgeſtellte Flaͤche durch Nichts an— 
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deres bedeckt erſcheint, als durch ihre eigenen Theile, denn im andern Falle laͤßt ſich 
durchaus keine allgemein gültige Regel geben. Die Loͤſung der Aufgabe haͤngt alsdann 
ganz davon ab, daß man ſich eine deutliche Anſchauung von der gegenſeitigen Stellung 
der ſich bedeckenden Flächen erwerbe. Wir verweiſen hier auf das, was wir bereits über 
dieſen Gegenſtand (Art. 28 — 29.) geſagt haben. f 

Die einzelnen Faͤlle werden, nach Allem dieſem, aus den beygefuͤgten Zeichnungen N 
ſelbſt deutlich hervorgehen, und zur Norm bey andern ähnlichen dienen koͤnnen. 


Vier tes K a p it esl. 


Von den tangirenden Ebenen zu den aufwickelbaren und 
den windiſchen Flachen. 


130. Wie wir im vorhergehenden Kapitel geſehen haben, kann jede aufwickelbare 
Flaͤche als die Umhuͤllung des von einer beweglichen Ebene durchlaufenen Raumes be— 
trachtet werden; ſie beruͤhrt die verſchiedenen Stellungen der erzeugenden Ebene nach ge— 
raden Charakteriſtiken, welches gewoͤhnlich die Erzeugungslinien der aufwickelbaren Flaͤche 
ſind. f 

Die tangirende Ebene an einem gegebenen Punkte einer aufwickelbaren Fläche faͤllt 
mit der entſprechenden Stellung der umhuͤllten Erzeugungsebene zuſammen; ſie beruͤhrt 
daher die Fläche in der ganzen Länge der geraden Erzeugungslinie des Beruͤhrungspunk⸗ 
tes, und ihre Stellung iſt beſtimmt; durch dieſe Gerade, und durch die Tangente zu irz 
gend einer Kurve der Flaͤche an dem Punkte, wo fie dieſelbe Erzeugungslinie durch: 
ſchneidet. g 

* 5 * 

131. Die windiſchen Flächen werden durch die Bewegung einer geraden Linie er: 
zeugt, weßhalb die tangirende Ebene an irgend einem Punkt einer ſolchen Flaͤche auch 
die gerade Erzeugungslinie enthalten muß, welche durch den Beruͤhrungspunkt geht. Dieſe 
Ebene beruͤhrt aber die windiſche Flaͤche nur in jenem einzigen Punkte, waͤhrend bey 
allen aufwickelben Flaͤchen, die ebenfalls durch die gerade Linie erzeugt find, die Beruͤh⸗ 
rung laͤngs der ganzen Ausdehnung einer geraden Linie ſtatt findet. Aber dieſe letzte 
Eigenthuͤmlichkeit gehoͤrt ausſchließlich nur den aufwickelbaren Flaͤchen; bey allen Andern 
beſchräͤnkt fi) die Berührung mit ihren tangirenden Ebenen auf einen oder mehrere 
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Punkte, jedoch immer auf eine begränzte Anzahl. Welchen Punkt der geraden Erzeu— 
sungslinie einer windiſchen Flaͤche man demnach als Beruͤhrungspunkt nehmen mag, 
ſo wird die tangirende Ebene an dieſem Punkt zwar immer durch die nemliche Erzeu— 
gungslinie gehen, aber einem jeden Punkt entſpricht eine andere Neigung der Ebene. Es 
folgt aus dieſem, daß im Allgemeinen jede Ebene, die durch eine Gerade einer windiſchen 
Flache geht, zugleich auch an irgend einem Punkt dieſer Gerade tangirend zu der Flaͤ— 
che fen. | 

In der That, benennen wir mit G eine gerade Erzeugungslinie einer windiſchen Flaͤ— 
che und mit P eine durch dieſelbe Gerade geführte Ebene. Bezeichnen wir ferner mit 
G, G, G“ . . . eine Reihe von Erzeugungslinien jenſeits der Geraden G, und mit... 
6, G, E, eine Reihe derſelben Geraden dieſſeits der Geraden G, und nehmen wir 
uͤberdem an, alle dieſe geraden Erzeugungslinien ſeyen aufeinanderfolgend und in der Ord— 
nung... 6, G, G, G, G, G6“, 6“. . . . wie fie durch die Oberſtriche angegeben 
it, Wenn nicht in einigen beſondern Fallen, wird die Ebene P im Allgemeinen zu keiner 
von jenen Geraden parallel ſeyn, fie wird dieſelben in einer Reihe von Punkte.. 
„g, g, g. g g, . ſchneiden, und dieſe Punkte, die einander unendlich nahe 
liegen, bilden eine einzige ebene krumme Linie. Nun aber liegen die zwey Punkten 2, 8. 
auf den beyden entgegengeſetzten Seiten der Geraden G, daher wird das unendlich kleine 
Stuck 2 ? der genannten Krummen die Gerade G in einem Punkte ſchneiden. Dieſer 
Punkt, den wir g nennen wollen, iſt offenbar der Beruͤhrungspunkt der Ebene P mit der 
windiſchen Flache. Denn eine Ebene ift tangirend zu einer Flaͤche, wenn fie durch die Tan⸗ 
genten zu zwey verſchiedenen Linien der Flaͤche geht, die ſich in dem Berührungspunft kreu⸗ 
zen; nun aber liegt die Krumme .. 8 8 9 gg g g. . in der Ebene Pz; dieſe Ebene 
enthält daher die Tangente in g zu der Krummen, aber ſie enthalt auch die Gerade G, welche 
ihre eigene Tangente iſt, ſie iſt folglich tangirend zu der windiſchen Flaͤche an dem Durch— 
ſchnittspunkt g der zwey genannten Linien. 

Es folgt aus dem Vorhergehenden, daß eine tangirende Ebene zu einer windiſchen Flaͤ— 
che zugleich auch durchſchneidend zu der Flaͤche ſey; daß ſie dieſelbe nach einer geraden Er— 
zeugungslinie nach einer gewiſſen Krummen ſchneide, und daß dieſe beyden Linien ſich in 
dem Berührungspunkte kreuzen. Wenn die Ebene ji) um die gerade Erzeugungslinie 
dreht, ſo hoͤrt ſie nicht auf tangirend zu der windiſchen Flaͤche zu ſeyn, aber der Beruͤh, 
rungspunkt wechſelt auf der Erzeugungslinie mit der veraͤnderten Stellung der Ebene, weil 
ſich mit dieſer Stellung die Krumme .. 8 g g g gg’ g.. andert, und folglich 
der Punkt g. | 

132. Die Beſtimmung des Beruͤhrungspunkts einer windiſchen Fläche mit einer Ebe— 
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ne, die durch eine ihrer geraden Erzeugungslinien geführt iſt, hängt ſonach von der Kon— 
ſtruktion der Durchſchnittslinie der Flaͤche und der Ebene ab. Sobald die Erzeugung 
der windiſchen Fläche beſtimmt und bekannt iſt, kann man fo viele Punkte 
.,, Hg: g g „ g ... der zwey Reihen als man will konſtruiren, indem man 
ſich ſtets der Geraden G naͤhert. Die zwey Theile der Krummen, welche aus den zwey 
Reihen von Punkten gebildet find, werden ſich immer mehr in dem Punkt g der Gera— 
den G zu vereinigen ſuchen; nichts deſtoweniger aber bleiben fie in der Nähe der Gera 
den G ftet3 getrennt, weil der Punkt g, auf welchen fie zulaufen, ſelbſt unbeſtimmt iſt. 
Ein geuͤbter Zeichner wird übrigens dieſe Linie mit hinreichender Genauigkeit ziehen, in: 
dem er dem Geſetze der Stetigkeit entſpricht, und dabey beruͤckſichtigt, daß zwey Stuͤcke 
einer geometriſchen Linie in dem Punkt, in welchem fie aneinanderſtoßen, eine gemein: 
ſchaftliche Tangente haben müffen. 

Wir werden nun die Aufloͤſung der umgekehrten Aufgabe, das heißt, bey gegebe— 
nem Beruͤhrungspunkt einer windiſchen Flaͤche, die Stellung der tangirenden Ebene an 
dieſem Punkt, zu konſtruiren, zuerft für die windiſchen Flächen des zweyten Grads vor— 
tragen, weil ſich die Aufloͤſung des nemlichen Problems, bey allen übrigen windiſchen 
Flaͤchen, wie wir ſehen werden, immer auf dieſe zuruͤckbringen laͤßt. 


Fortſetzung der Aufgaben über die Kouſtruktion der tangirenden Ebenen zu 
den krummen Flaͤchen, wobey der Beruͤhrungspunkt gegeben iſt. 


Sechste Aufgabe. 


Durch einen gegebenen Punkt eines Umdrehungs : Hyperboloids von einem 
Netz, was durch ſeine Axe und eine gerade Erzeugungslinie gegeben iſt, eine 
tangirende Ebene zu fuͤhren? 


133. Aufloͤſung. Es ſey (A, à 4“) Taf. IX. die Axe der Flaͤche; (O 6, og) 
eine gerade Erzeugungslinie derſelben. Wir nehmen an, man habe (nach Art. 121) 
den kleinſten Kehlkreis (C D T, c a) der Flaͤche konſtruirt, nnd den Parallelkreis 
(6 RE F, e), welcher durch den Punkt (G, g) der Erzeugungslinie auf der Hori— 
zontalebene beſchrieben wird. 

Endlich ſey M die gegebene Horizontalprojektion des Beruͤhrungspunkts, deſſen 
Vertikalprojektion noch zu beſtimmen bleibt. | 

Alle geraden Erzeugungslinien des Hyperboloids find tangirend zu dem geraden Cy— 
linder, deſſen Grundlinie der Kreis (C D T. cd) und deſſen Axe die Gerade (A, ac’) 
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iſt, (Art. 112.), man ziehe daher durch M eine Gerade Mes, welche den Kreis C D 
in einem Punkte S berührt. Dieſe Gerade betrachte man als unbeſtimmte Projektion 
einer den vertikalen Cylinder C D J berührenden Ebene, welche zwey Erzeugungslinien 
des Hyperboloids enthaͤlt, die ſymetriſch geſtellt ſind, in Bezug auf Meridianebene A F 
(Art. 121.) Von dieſen Geraden ſchneidet Eine die Horizontalebene in U, und die 
Andere, in V; fie kreuzen ſich beyde in einem Punkte (8, s) des Kehlkreiſes und ihre 
Vertikalprojektionen find folglich die Geraden s, s. Nun aber kann jede von dieſen 
Geraden die Vertikalprojektion des . enthalten, daher liegt dieſe Projek— 
tion auf der Vertikalen M m m’ in m oder m, in gleichen Abſtaͤnden von der Horizon— 
talen cd. 

Da ſich durch den Punkt M 11 5 eine zweyte Tangente M T an den Kreis DC T 
ziehen läßt, fo hätte man auch durch dieſe eine Vertikalebene annehmen koͤnnen. Sie 
würde zwey Geraden des Hyperboloids enthalten, die ſich in dem Punkt (T. 2) kreu— 
zen, und deren Vertikalprojektionen die Geraden r , % ı find. Die Vertikale M m m’ 
traͤfe dieſe letzten Geraden in den zwey Punkten m und m’, welche ſchon mittelſt der 
Geraden v ½ ut gefunden wurden. 

134. Betrachten wir nun zuerſt den Berührungspunkt (M, m), ſo kennen wir zwey 
Erzeugungslinien (R Q, 79) und CU V, u »), welche ſich in dieſem Punkt kreu⸗ 
zen; dieſe Linien ſind uͤberdies ihre eigenen Tangenten; als ſolche gehoͤren ſie ganz der 
zu ſuchenden tangirenden Ebene, und fie, beſtimmen daher die Stellung dieſer Ebene an 
dem erſten Beruͤhrungspunkt. Die Gerade (R 2, r g) ſchneidet aber die Horizontal: 
ebene in (R, 7), und die Gerade (U V, x v) trifft dieſelbe Ebene in (U, 1), daher 
ift die Gerade R U der Horizontalriß der tangirenden Ebene am Punkt CM, m); dieſe 
Gerade R U iſt, per construct. ſenkrecht auf den Halbmeſſer A M und es folgt hier— 
aus, daß die verlangte tangirende Ebene ſenkrecht auf die Meridianebene A M ſey, wel: 
che durch den Berührungspunft (Mm) geht. Dieſes Ergebniß mußte ſtatt finden, weil 
die Flaͤche durch Umdrehung entſtanden iſt. 

Um den Vertikalriß, der in Rede ſtehenden Ebene zu beſtimmen, konſtruire man 
in derſelben, die durch den Beruͤhrungspunkt gehende Horizontale CM I, 1); dieſe Ho— 
rizontale ſchueidet die vertikale Projektionseben in 7; der Riß R U trifft dieſelbe Ebene 
in K, und folglich iſt die Gerade K 7, die dieſe beyden Punkte verbindet, auf der Ver⸗ 
tikalebene der Riß der tangirenden Ebene am Punkt (M, m) des Hyperboloids. 

135. Die zwey Punkte CM, n) und (M,. m’) liegen in einer nemlichen Meri— 
dianebene und in gleichen Abſtaͤnden von der Ebene c des kleinen Kehlkreiſes; daher 
müffen die tangirenden Ebenen an beyden Punkten durch die Sehne (8 T, s 7) dieſes 
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Kehlkreiſes gehen, welche parallel iſt zu der Sehne RU des Kreiſes RV. Run aber 
ſchneidet die erſte verlängerte Sehne die Vertikalebene in 7, daher muß die verlängerte 
Gerade K ! durch dieſen Punkt 7 gehen. 

Die zwey Erzeugungslinien (VS, es), (QT, 57) des Hyperboloids, welche ſich 
in den Punkt (M, m’) kreuzen, treffen die Horizontalebene in Q und V; es folgt daraus, 
daß die tangirende Ebene an demſelben Punkt die Horizontalebene nach der Geraden 
2Vſchneide, der Sehne des Kreiſes KR V, welche ſenkrecht auf den Riß AM der 
durch (M, u.) geführten Meridianebene it. Die zu VQ over RU parallele Horizon⸗ 
tale (M I, m’ 1) trifft die Vertikalebene in 7. Die Gerade 1 iſt daher der Vertikal⸗ 
riß der tangirenden Ebene am Punkt (M, m’). Die beyden Riſſe 11, 1“ machen glei 
che Winkel mit der Horizontalen c d, der Vertikalprojektion der Ebene des Kehlkreiſes. 

136. Es ergiebt ſich aus den vorſtehenden Konftruftionen ? 

1tens. Wenn man den Punkt R oder V kennt, in welchem eine gerade Erzeugungs⸗ 
linie des Umdrehungs⸗ Hypperboloids die horizontale Projektionsebene trifft, fo erhält 
man den Riß der Ebene, welche die Flaͤche an irgend einem Punkt derſelben Geraden 
berührt, wenn man durch R oder V eine Senkrechte auf den Riß derjenigen Meridian⸗ 
ebene errichtet, welche durch den genommenen Punkt der Erzeugungslinie geht. 

2tens. Jede, durch eine gerade Erzeugungskinie des Umdrehungs-Hyperboloids ge 
hende Ebene beruͤhrt dieſe Flaͤche in dem Punkte, in welchem die Erzeugungslinie von der; 
jenigen Meridianebene geſchnitten wird, welche ſenkrecht auf die beruͤhrende Ebene iſt. | 

137. Nach der Anordnung der Figur auf der Tafel IX iſt auf der Horizontal: 
ebene die Projektion D C T des Kehlkreiſes des Hyperboloids die Graͤnze der Ho— 
rizontalprojektion deſſelben. Dieſe Begraͤnzungslinie berührt die Horizontalprojektionen 
aller Geraden der Flaͤche. Die Projektionen dieſer nemlichen Geraden auf der Vertikal⸗ 
ebene find. ſaͤmmtlich Tangenten zu einer Hyperbel, welche die Graͤnze der Vertikalpro⸗ 
jektion des Umdrehungs⸗Hyperboloids bildet, und welche ſelbſt die Projektion des SR 
tes dieſer Fläche durch die Meridianebene E F if. 

Um übrigens die Tafel nicht zu uͤberladen, haben wir angenommen, das vorge⸗ 
ſtellte Hyperboloid ſeye begraͤnzt, tens durch die horizontale Projektionsebene, 2tens 
durch eine horizontale Ebene „“ /, welche in der nemlichen Entfernung wie jene von 
der Ebene c d des Kehlkreiſes liegt, fo daß der Kreis G R E F zu gleicher Zeit der 
horizontale Riß, und die Projektion des Schnittes der Flaͤche Aut jene Ieöte Ebene 
€ F iſt. 
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Sie bente Aufgabe. 
Es iſt ein hyperboliſches Paraboloid gegeben, mittelſt zweyer geraden Leit⸗ 


linien, und feiner Ebene des Parallelismus, nebſt einem Punkt dieſer Släche; 
man ſoll die tangirende Ebene zu dem Par aboloid an dieſem . kon⸗ 


ſtruiren? 


138. Aufloͤfung. Da das hyperboliſche Paraboloid auf zwey verſchiedene Rei: 
fen durch die gerade Linie erzeugt werden kann, und daher durch jeden Punkt der Flaͤche 
ſich zwey Gerade ziehen laſſen, die den beyden Erzeugungsſyſtemen angehören, fo iſt erſicht⸗ 
lich, daß dieſe beyden Geraden, auch in jedem Nahe der Flaͤche die Stellung der tan: 
girenden Ebene beſtimmen. (Art. 75.) 

Es ſeyen demnach Taf. X. (A B, 4 5), (A B., db), die gegebenen geraden 
Leitlinien, und G G, g g die Riſſe der Ebene des Parallelismus. Nehmen wir an, 
man habe die beyden Leitlinien durch eine parallele Ebene zu der (6,6, gg) geſchnit⸗ 
ten, und durch die Durchſchnittspunkte (D, 4), (C, c) die gerade Erzeugungslinie 
(C D, cd) des Paraboloids gezogen, und es ſey (K, 7) ein Punkt dieſer Geraden, 
durch welchen die tangirende Ebene geführt werden ſoll. 

Um die zweyte, durch den Punkt (K, 5) gehende gerade Erzeugungslinie des Par 
raboloids zu beſtimmen, iſt es vorerſt erfoderlich, außer der (C D, d) noch eine Ger 
rade des erſten Syſtems zu beſtimmen, um dieſe beyden ſodann als die Leitlinien der 
zweyten Erzeugungsart zu gebrauchen. Dieſes geſchieht, indem man durch einen beliebig 
genommenen Punkt (8, s) der erſten Leitlinie (A B, 4 b) eine zu (GG, gg) ya 
rallele e führt, und den Durchſchnittspunkt dieſer Ebene und der zweyten Leitlinie 
(A B', a’ 5“) mit dem erſtgenommenen Punkt (8, s) verbindet. Um die hiezu erfoder⸗ 
lichen le, fo ſehr als moͤzlich zu vereinfachen; ziehe man in der gegebenen 
Ebene (6 G, g g) zwey beliebige Gerade (I E, ie), (IF, if); durch den Punkt 
(8, s) ziehe man zu dieſen Geraden die Parallelen (SU, , (ST, sr), dieſe Das 
rallelen beſtimmen eine parallele Ebene zu der gegebenen (6 G’, gg). Die erſte jener 
Parallelen (8 U, s u) durchſchneidet die projektirende Ebene A. B' in dem Punkte 
(U, , die zweyte Parallele (S T, 8 7) trifft dieſelbe Ebene in dem Punkte CT, 7). 
Man ziehe durch und zu die Gerade 7 u; dieſe begegnet der Vertikalprojektion a „,der 
zweyten Leitlinie in einem Punkt o; man bringe dieſen Punkt in Horizontalprojektion 
nach V, und ziehe die Gerade (8 u s v0), fo hat man die geſuchte zweyte Erzeugungs⸗ 
linie; denn 85 iſt einleuchtend, daß die Gerade (T U, ) der Durchſchnitt der Ebene 
A B und der zur Ebene (6 6g 2“) parallelen Ebene ſeh, und daß der Punkt (V. e) 
daher der Begegnungspunkt dieſer letzten Ebene und der Leitlinie (AB, 4 0 iſt. 
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Da ſonach zwey Erzeugungslinien (C D, cd), (8 V, s e) der erſten Erzeugung 


bekannt ſind, ſo muͤſſen dieſe als die Leitlinien des zweyten Syſtems genommen werden, 


um die Gerade dieſes zweyten Syſtems zu finden, welche durch den Punkt (K, 7) geht. 


Nun aber muͤſſen alle Erzeugungslinien der zweyten Erzeugungsart parallel ſeyn 
zu der Ebene der beyden Leitlinien (A B, a 5), (A B, a 6“) der erſten Art. (Art. 123) 


Wenn man daher durch den Punkt (K, A) zwey Gerade (K L, 41), (K M, 4 50 


wechſelsweiſe parallel zu den beyden Geraden (A B, ab) und (A! B', a 6% zieht, fo 
iſt die Ebene dieſer Geraden parallel zu der Ebene des Parallelismus des zweyten Er: 
zeugungsſyſtems und ſie muß folglich die zu konſtruirende Erzeugungslinie enthalten. Aber 
die Geraden (K. L, A I), (K M, & m) treffen die projektirende Ebene 8 V der geraden. 
(SV, sv) in den Punkten (L, “), (M, m). Man ziehe daher die Gerade (M IL, I), 
welche ſonach der Durchſchnitt der Ebene 8 V und der zu den beyden Leitlinien paralle— 
len Ebene iſt. Der Begegnungspunkt dieſer Geraden (M L, m 1) und der Geraden 
(C D, c 4), deſſen Vertikalprojektion n it, gehört offenbar der verlangten Erzeu— 


gungslinie. Wenn man daher die Horizontalprojektion N deſſelben Punkts beſtimmt, 


und die Gerade (N K, n 7) zieht, fo iſt dieſe die Erzeugungslinie des zweyten Sy— 
ſtems, welche durch den gegebenen Punkt CK, A) geht. 

Die gegebene Erzeugungslinie des erſten Syſtems ſchneidet die horizontale Projektions— 
ebene in dem Punkte P, Die fo eben beſtimmte Erzeugungslinie des zweyten Syſtems 
trifft die beyden Projektionsebenen in den Punkten Q und X, daher find die Geraden 
P 2 R, X R Y die Riſſe der verlangten tangirenden Ebene. 


139. Um eine anſchauliche Figur zu erhalten, hat man auf der Tafel X die 
Projektionen einer hinreichenden Zahl von Erzeugungslinien des Paraboloids konſtruirt. 
Auf der Horizontalbene find dieſe Projektionen tangirend zu einer Kurve * 8 , welche 
die Graͤnze der Horizontalprojektion der Flaͤche bildet; auf der Vertikalebene beruͤhren 


jene Projektionen eine Kurve de L, die Graͤnze der Vertikalprojektion der Fläche. 


Um die Figur jedoch nicht zu ſehr zu uͤberladen, ſo hat man das Paraboloid als 
begraͤnzt angenommen, Itens durch die horizontale Projektionsebene, 2tend durch die Ho— 
rizontalebene Z 2, drittens durch die Vertikalebene Z 2“. Die horizontale Projektion: 
ebene ſchneidet das Paraboloid nach einer Kurve IA V, welche man ſorgfaͤltig beſtimmt 
hat. Dieſe Linie wird gebildet durch die Reihe von Punkten, in denen die verſchiede— 
nen geraden Erzeugungslinien des Paraboloids die horizontale Projektionsebene durch— 
ſchneiden; und es iſt daher leicht dieſelbe zu verzeichnen, ſobald man eine genuͤgende An⸗ 
zahl von Erzeugungslinien des Paraboloids konſtruirt hat. 
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Die horizontale Ebene Z 2 Tſchneidet das Paraboloid nach einer aͤhnlichen Kurve, 
die auf dieſelbe Weiſe aus den Begegnungspunkten dieſer Ebene mit den verſchiedenen 
Erzeugungslinien gebildet wird, und deren Horizontalprojektion mit der IA V zuſammen⸗ 
fallt. Die nicht zur Loͤſung der vorgelegten Aufgabe gehörigen Erzeugungslinien der 
Fläche find auf eine regelmaͤßige Art auf beyden Projektionen des Paraboloids ange— 
ordnet. Be 

140. Dieſe Anordnung, welche außer den nöthigen Konſtruktionen zur Beſtimmung 
der verlangten tangirenden Ebene eine deutliche und leichte Darſtellung eines hyperboli— 
ſchen Paraboloids gewaͤhrt, gruͤndet ſich auf eine Erzeugungsart des hyperboliſchen Dar 
raboloids durch die gerade Linie, wobey man die Anwendung einer Ebene des Parallelis⸗ 
mus ſich entheben kann. ö 

Es beruht dieſe Erzeugungsart auf dem leicht zu beweiſenden Satz: „wenn eine ber 
wegliche Gerade auf zwey feſten Geraden dergeſtalt fortruͤckt, daß fie immer parallel zır 
einer nemlichen Ebene bleibt, fo ſchneidet fie in jeder Stellung auf den feſten Geraden 
proportionale Theile ab; und auf der Contrapoſition deſſelben, „wenn eine bewegliche 
Gerade dergeſtalt auf zwey Feſten fortruͤckt, daß ſie auf Beyden immer proportionale 
Theile abſchneidet, ſo iſt ſie in allen ihren Stellungen parallel zu einer nemlichen Ebene 
und die Fläche, die fie erzeugt, gehört zu dem Geſchlecht der hyperboliſchen Paraboloid.“ 

141. Dieſes feſtgeſetzt, fo ſeyen MN und MP Fig. 2.) Zwey unter ſich ſenk⸗ 
rechte Vertikalebenen, und es ſey V V' die Horizontalprojektion einer Geraden, welche 
ſenkrecht auf die Ebene MN iſt, und folglich parallel zur Ebene M P. Nehmen wir 
auf dieſer Geraden, welche wir (VV, V“. v “) benennen wollen, zwey beliebige Punk⸗ 
(V, V“, o), (V, V“, „); durch dieſe Punkte ziehen wir zwey beliebige Geraden (A B, 
a b, o ), (A B-, u db, „ 2), deren Horizontalprojektionen A B, A’ B gleiche Winkel 
machen mit den Projektionsaxen M N, M P, und deren Vertikalprojektionen o 7, 7 o parallel 
find, und woraus ſich ergiebt, daß die Projektionen a , a’ d’ derſelben Geraden auf gleiche 
Weiſe gegen die M N geneigt ſeyn muͤſſen. Endlich führen wir ſenkrecht auf M N eine 
unbeſtimmte Reihe gleichweit entfernter Ebenen V V“, O C', K E, F L, D L, T T“ 2c. 
von denen die Eine durch den Punkt V“, und die Andere durch den Punkt T geht. Es 
iſt einleuchtend, daß durch dieſe Ebenen die Geraden (A B, ab, v ), (A' B,, 4 re) 
in eine unbeſtimmte Reihe gleicher Theile (V CV“ C, oc). (C E, CE, c, (EI, CI, 


*) Die nachfolgenden Konſtruktionen find aus dem Traitè de geometrie descriptive vom 
L L. Vallee entlehnt. l \ 
Er 
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2 i) ꝛc. (T D, T D/ Z d), (D F, D' F, d %), (F K, F K, fi). getheilt werden. 
Iſt dieſes geſchehen, fo verbinde man die Punkte (V, V“, o), (T, T., 7) durch die Ge 
rade (VT, VI o 2); ſodann den, bey (V, V“, o) naͤchſtliegenden Punkt (C, C c) 
mit dem, bey (T, I., 7) naͤchſtliegenden Punkt (D, D', 4) durch die Gerade (C P, 

C' D', c); hierauf die entſprechenden Punkte (E, E, e) und (F, F, 7), ( L, 1) und 
(k, K,, J) zc., fo find die erhaltenen Geraden (V T, V“, T., o ), (C D, CD cd), 
(E F, E F, /), (I K, I K, 1 %) ꝛc., die Erzeugungslinien eines hyperboliſchen Par 
raboloids; und da ſie ſich auf die Ebene M P nach den Garaden » 7, c d, e fi 
projektiren, welche die Parallelen „ t, o “ in gleiche Theile theilen, fo folgt daraus, daß 
dieſe Erzeugungslinien parallel find zu der Ebene (G 67 6! R, g g), von welcher die 
Riſſe G G, g g ſenkrecht auf M P find, und der Riß 6. R parallel zu vr. 

142. Die Erzeugungslinien des erſten Erzeugungsſyſtems ergeben ſich, wie man 
fieht, aͤußerſt leicht; wir werden ſogleich zeigen, daß es ſich eben fo mit jenen des zwey— 
ten Syſtems verhaͤlt. f 7 

Vorerſt hat die Ebene des Parallelismus der zweyten Erzeugung, da ſie parallel 
ſeyn muß, zu den zwey Leitlinien (A B, à ö, „ ), (A“ B,, 4 , 7), als Vertikalriß 
auf der Ebene M P eine zu vr und 2% parallele Gerade G’ 2, und als Horizon 
lalriß, eine auf M P ſenkrechte Gerade G 6“. Auf der andern Seite koͤnnen zwey bes 
liebige Gerade der erſten Erzeugung als die Leitlinien der zweyten Eczeugung dienen 
(Art. 123.); man kann daher als dieſe Leitlinie die Geraden (V T, V“ J, „ /) und 
CVT, V“ J“, “ ) nehmen. Nun aber folgt hieraus, daß die zweyte Erzeugungsart 
ſymetriſch mit der Erſten iſt, denn alle die Groͤßen, welche dieſe beyden Syſteme beſtim⸗ 
men, und welche wir hier zuſammenſtellen: 


—— TEE TIERES 


1° Erzeugungsart. 2 Erzeugungsart. 


Ebenen des Parallelismus | ( G, G R) (6 6, 6 ) 
Be | JJ) ( 
JJ 8 


rr REISEN TREE 


find ſymetriſch, in Bezug auf die Vertikalebene G G“; daher ergeben ſich die Geraden 
der einen Erzeugungsart mittelſt derſelben Konſtruktionen, wie die der Andern. So zum 
Beyſpiel, wenn man eine Ebene Oe parallel zu der Ebene 6 O führt, fo ſchneidet dieſe 
Ebene die Leitlinien (V T, o:), CV’ T, „ 7) in zwey Punkten (J, H), (K, e) und 
die Gerade (I K, F E, G e) iſt eine Erzeugungslinie des zweyten Syſtems. 
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143. Wir bemerken noch im Vorbeygehen, daß wenn die Gerade Os durch den 
Punkt x gezogen iſt, wo die Projektion e / einer Geraden der erſten Erzeugung der 
Linie G 2. begegnet, die erhaltene Erzeugungslinie (I K, FE, e ) und die Erzeugungs⸗ 
linie (E F, E F, e /) ſymetriſch find, in Bezug auf die Ebene -G G'“. Eben fo find 
die Erzeugungslinien (I K, L K, 1/, (IU K, E F, e 9) der zwey Syſteme ſymetriſch, 
in Bezug auf die Ebene V“ S. Man ſieht hieraus, daß die Geraden der zwey Er— 
zeugungsſyſteme zu zwey und zwey ſymetriſch gelegen find, in Bezug auf die Ebenen G !, 
VS’; und daß folglich jede von dieſen Ebenen das Paraboloid in zwey ſymetriſche 
Theile theilt. ä 

Es iſt demzufolge leicht zu erſehen, daß die genannten zwey Ebenen G G, V“ 8 
nicht von den Ebenen der Hauptſchnitte des Paraboloids (Art. 117.) verſchieden ſind, 
und daß ihre Durchſchnittslinie CG G, V“ 8, 2) die Axe der Fläche iſt; da ferner 
die eben angegebenen Konſtruktionen dieſelben ſind, deren wir uns bey der Figur 1 be— 
dient haben, fo folgt hieraus, daß die Begraͤnzungslinie de s der Vertikalprojektion und 
die & g der Horizontalprojektion zugleich auch die Hauptſchnitte der Fläche und folg— 
lich Parabeln ſind; und da alle parallelen Schnitte des Paraboloids aͤhnlich ſind, ſo iſt 
die Linie IA V ebenfalls eine Parabel; ö 

144. Im Allgemeinen werden bey der Aufgabe, mit welcher wir uns beſchaͤftigen, 
die gegebenen Groͤßen nicht auf ſo ſymetriſche Art, in Bezug auf die Projektionsebenen 
geordnet ſeyn, in dieſem Falle wird man die zu machenden Konſtruktionen ſehr verein— 
fachen, wenn man die Stellung der Projektionsebenen dergeſtalt anordnet, daß eine der— 
ſelben ſenkrecht auf die Ebene des Parallelismus der Flaͤche wird. | 


Achte Auf geh b e. 


Es find die drey geraden Leitlinien eines Syperboloids von einem Netze gege— 
ben, nebſt einem Punkte dieſer sSlaͤche, man ſoll die tangirende Ebene an 
dieſem Punkte konſtruiren? 


145. Aufloͤſung. Man beſtimmt die Stellung irgend eine Erzeugungslinie des 
Hyperboloids, wenn man durch einen auf der erſten gegebenen Leitlinie genommenen 
Punkt und durch die zweyte Leitlinie eine Ebene führt, welche die Dritte in einem ge— 
wiſſen Punkte ſchneidet, und wenn man dieſen gefundenen Punkt mit dem erſtgenomme— 
nen verbindet. Ueberdies kann das Hyperboloid von einem Netz auf doppelte Art durch 
die gerade Linie erzeugt werden, und man kann je drey beliebige Gerade eines Erzeu— 
gungsſyſtems als die Leitlinien des zweyten Syſtems gebrauchen. 
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Hat man daher außer der, durch den gegebenen Berührungspunkt gehenden geraden 
Erzeugungslinie mittelſt der gegebenen Leitlinien noch zwey andere Gerade der nemlichen 
Erzeugung konſtruirt, fo bedient man ſich dieſer drey Geraden als neuer Leitlinien, um 
die durch den Beruͤhrungspunkt gehende Gerade der zweyten Erzeugung zu beſtimmen. 
Die, durch die beyden gefundenen geraden Erzeugungslinien gefuͤhrte Ebene, iſt die ver— 
langte tangirende. Dieſe Loͤſung der vorgelegten Aufgaben, nur durch die gerade Linie 
und die Ebene, bedarf zu ihrer Erklärung keiner Figur; wir bemerken nur noch, daß 
die erforderlichen Konſtruktionen ſich noch bedeutend vereinfachen, wenn man die Stel— 
lung der Projektionsebenen ſo waͤhlt, daß eine derſelben ſenkrecht auf irgend eine 
der drey gegebenen geraden Leitlinien wird. Wir nehmen aber hier Veranlaſſung, die 
Konftruftionen zu einer regelmaͤßigen Darſtellung eines Hyperboloids von einem Netze 
anzugeben, wobey wir dieſe Flaͤche nicht durch drey gerade Leitlinien, ſondern durch drey 
elliptiſche beſtimmt annehmen. 

146. Es ſeyen die Vertikale (A, aa) (Taf. XI.) und die zwey unter ſich recht 
a winkligen Horizontalen (B B., 5), (C D, cd), von denen die Letzte parallel zur verti— 
kalen Projektionsebene angenommen iſt, die drey Haupt-Axen eines Hyperboloids von 
einem Netze (Art. 116.). Die Ebene der zwey horizontalen Axen ſchneidet die Flaͤche 
nach einer, über denſelben Axen konſtruirten Ellipſe (C B P, c d); zwey andere, von 
der Ebene c d gleich weit abſtehende Horizontalebenen e f, , ſchneiden das Hyperbo⸗ 
loid nach zwey gleichen und der (C BD B cd) aͤhnlichen Ellipſen, die ſich auf die ho— 
rizontale Projektionsebene nach der einzigen Ellipſe E VF Oprojektiren. 

Dieſe drey Linien nehmen wir als gegeben an, und wir ſetzen noch als bekannt 
voraus, daß die Geraden der windiſchen Flaͤchen des zweyten Grads ſich auf die Ebe— 
nen der Hauptſchnitte dieſer Flächen als Tangenten zu dieſen Schnitten projektiren. Die 
Tangenten zu der Ellipſe D B C B find daher die Horizontalprojektionen der geraden 
Erzeugungslinien des gegebenen Hyperboloids. 

Wenn demnach die Horizontalprojektion M eines e der Flaͤche bekannt iſt, 
fo geſchieht die Beſtimmung der Vertikalprojektion m oder m’ deſſelben, und die Konſtruk⸗ 
tion der tangirenden Ebene an dieſem Punkte mittelſt der zwey geraden Erzeugungslinien, 
die ſich in demſelben kreuzen, auf die gleiche Weiſe, wie wir es bey dem Umdrehungs⸗ 
Hyperboloid (Art. 133 et seq.) angegeben haben. Um Wiederholungen zu vermeiden, 
haben wir die gleichnamigen Punkte in den Tafeln IX und XI mit denſelben Buchſta⸗ 
Ben: bezeichnet. Wir begnügen uns nur noch anzuführen, daß die Gerade (A, d a) 
Taf. XI. zwar eine Hauptaxe der Flaͤche iſt, aber keine Umdrehungsaxe, und daß die 
Gerade & M nicht ſenkrecht auf den Riß R U iſt, wie in der Tafel IX. 
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147. Man wird bemerken, daß die zwey Halbellipſen E VF, EU F (Taf. XI.) 
durch die Horizontalprojektionen der Geraden des Hyperboloids in die gleiche Anzahl 
von Boͤgen getheilt ſind; daß je zwey dieſer Boͤgen in gleichen Abſtaͤnden von der gro— 
ßen Axe E F glei ſind, und daß endlich die Horizontalprojektion irgend einer Geraden 
des Hyperboloids immer durch zwey Theilungspunkte der Ellipſe E V F R geht. Die 
Abtheilungsart dieſer Ellipſe gruͤndet ſich auf einige Eigenſchaften des Hyperboloids, die 
wir als durch die Analyſis bewieſen annehmen. 

Das Hyperboloid von einem Netze kann, fo wie alle Flaͤchen des zweyten Grads, 
durch zwey Reihen paralleler Ebenen nach Kreiſen geſchnitten werden. Drey dieſer Krei— 
ſe, die einem nemlichen Syſtem angehoͤren, beſtimmen daher die Bewegung der geraden 
Erzeugungslinie. Wenn man annimmt, daß einer dieſer Kreiſe in gleiche Theile getheilt 
iſt, ſo theilt die bewegliche Gerade die andern zu dieſem parallelen Kreiſe der Flaͤche in 
die nemliche Anzahl gleicher Theile; es folgt daraus, daß zwey Kreiſe und eine gerade 
Erzeugungslinie das e beſtimmen, was durch drey, in parallenen Ebenen gege⸗ 
bene Kreiſe geht. 

Zwey parallele Ebenen, welche unter einer beſtimmten Neigung durch die großen 
Aren (E F, %), (E F, ef’) der zwey Ellipſen (E VF, e /), (E VF, e ,) er 
führt find, ſchneiden das gegebene Hyperboloid nach zwey gleichen parallelen Kreiſen von 
einem Durchmeſſer gleich E FE, und von denen die Ellipſe E V F R die gemeinſchaftliche 
Horizontalprojektion iſt. 

Denken wir uns die Umfaͤnge dieſer beyden Kreiſe in eine gerade Anzahl gleicher 
Boͤgen getheilt, von den Endpunkten (E, PD, (F, /) ihrer parallelen Durchmeſſer an: 
fangend. Wir werden ein neues Hyperboloid erzeugen, wenn wir von dem Punkt 
(F, /) des untern Kreiſes eine Gerade dergeſtalt nach einem Theilpunkte des oberen 
Kreiſes ziehen, daß dieſe Gerade nicht in einer Ebene mit den beyden Mittelpunkten 
(A, 4), (A, a’) iſt. Dieſe Gerade beſtimmt die Stellung aller übrigen Geraden des 
einen Erzeugungsſyſtems. Wenn man um einen Bogen auf dem untern Kreiſe vorruͤckt, 
ruͤckt man ebenfalls um einen Bogen auf dem obern Kreiſe vor, die Gerade, welche die 
Endpunkte der beyden Boͤgen verbindet, iſt eine zweyte Stellung der Erzeugungslinie. 
Ueberdem kann man von dem Punkte (F, /) zwey Gerade von gleicher Laͤnge nach 
zwey beſtimmten Punkten des oberen Kreiſes ziehen, und es iſt einleuchtend, daß dieſe 
beyden von (F, /) gleich weit entfernten Punkte in einer auf E F ſenkrechten Ebene 
wie VV liegen muͤſſen. Die Gerade, welche (F, /) mit dem zweyten Punkte verbin— 
det, beſtimmt die Stellung aller Geraden der zweyten Erzeugung. 

Die zwey Kreiſe von den Durchmeſſern (E F, e /), (E F, € f) des zweyten 
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Hyperboloids projektiren ſich nach der einzigen Ellipſe E F U, daher projektiren ſich die 
Geraden dieſer Flaͤche, welche ſich in den Theilungspunkten der zwey Kreiſe kreuzen, nach 
Geraden, welche ſich in den Theilungspunkten der Ellipſe E F U kreuzen und da die 
Geraden beyder Erzeugungsſyſteme des Hyperboloids durch die nemlichen Theilpunkte 
der zwey Kreiſe gehen, ſo muß die Horizontalprojektion irgend einer jener Geraden durch 
zwey Theilungspunkte der Ellipſe gehen. Es iſt, um dieſe Einthe hing zu erhalten, nicht 
noͤthig, die Neigung der Ebenen jener Kreiſe in Bezug auf die Ebene der Ellipſe zu 
kennen: man beſchreibt über E F als Durchmeſſer einen Halbkreis, welchen man in glei⸗ 
bp Theile theilt, und man fällt aus den Theilungspunkten Senkrechte auf die Gerade 
H dieſe Senkrechten theilen die Ellipſe E F M auf die verlangte ſymetriſche Art. 
ee jedoch in der Nähe der Geraden E e, F f jene Senkrechten den Umfang der 
Ellipſe unter zu ſpitzem Winkel ſchneiden würden, fo iſt es gut, die Neigung der Ebene 
zu beſtimmen, welche das Hyperboloid nach einem Kreiſe ſchneidet. Die Senkrechte Z X 
auf die Are B Bl ſchneidet der Kreisumfang vom Durchmeſſer E F in dem Punkte X; 
man ziehe durch denſelben den Halbmeſſer A X. Der Winkel Z X mißt die Neigung 
der Ebene der Ellipſe E F Vaund der Ebene des Kreiſes, welcher ſich horizontal nach 
dieſer Ellipſe projektirt. Hat man den Viertelskreis E H in gleiche Theile getheilt, fo 
fälle man aus jedem Theilpunkt wie G’ eine Senkrechte G'g auf A H; man trage A g. 
auf dem Halbmeſſer A X noch A, fo werden die unter ſich rechtwinkligen und med) 
ſelsweiſe zu den Axen B B., C D parallelen Geraden g 6, 6 G ſich in einem Theil⸗ 
punkte G der Ellipſe E V F R ſchneiden. 
148. Dieſe Eintheilung der Ellipſe iſt ſehr bequem, um darnach ein Modell eines 
Hyperboloids von einem Netze aus Faden zu verfertigen. a 
Man nimmt zwey gleiche und. ähnlich geſtellte elliptiſche Scheiben, deren Miel 
punkte auf einer Geraden liegen, die ſenkrecht auf ihre Ebenen iſt. Auf dem Nande 
jeder Scheibe befeftigt man an den oben angegeben Theilungspunkten kleine Stifte oder. 
Haͤkchen. Der Faden, welcher nacheinander die entſprechenden Theilpunkte beyder Ellip⸗ 
ſen verbindet, erzeugt das Hyperboloid, deſſen Kehle in einer Ebene liegt, die parallel 
zu den beyden Scheiben, und in gleicher Entfernung von dieſen Scheiben iſt. Wenn 
man anſtatt der elliptiſchen zwey kreisfoͤrmige Scheiben naͤhme, fo würde das Hyperboloid 
von einem Netze ein Umdrehungs-Hyperboloid nach der Figur der Tafel IX. 


— 


149. Aus der Aufloöſung der bis jetzt vorgelegten Aufgaben über die Konſtruktion. 
der tangirenden Ebenen zu den windiſchen Flaͤchen des zweyten Grads geht hervor, daß 
der Berührungspunkt dieſer Flächen mit ihren tangirenden Ebenen ſich aus dem Durch— 


Fortſetzung der tan girenden Ebenen. 89 


ſchnitte zweyer geraden Linien ergebe, und daß dieſe zwey Geraden, welche den beyden 
Syſtemen von geraden Linien angehoͤren, nach denen dieſe Flaͤchen erzeugt werden koͤn— 
nen, den vollſtaͤndigen Schnitt derſelben durch die tangirende Ebene ausmachen. 

Wenn daher eine dieſer Flächen gegeben ift, und es handelt ſich, den Beruͤh— 
rungspunkt derſelben mit einer Ebene zu finden, welche durch eine ihrer geraden Erzeu— 
gungslinien gefuͤhrt iſt, ſo wird die Anwendung der in Art. 132. vorgetragenen Metho⸗ 
de ſehr einfach, denn man hat nur noͤthig, die Durchſchnittspunkte dieſer Ebene mit 
noch zwey anderen Geraden des nemlichen Erzeugungsſyſtems zu konſtruiren, und dieſe 
Punkte durch eine Gerade zu verbinden. Der Begegnungspunkt dieſer letzten Geraden, 
mit der gegebenen Erzeugungslinie iſt offenbar der geſuchte Beruͤhrungspunkt. 

150. Wir werden nun zeigen, daß man bey jeder windiſchen Flaͤche, welches auch 
die beſondere Art ihrer Erzeugung ſey, ein Hyperboloid von einem Netz konſtruiren koͤn— 
ne, welches die vorgelegte Flaͤche nach einer geraden Erzeugungslinie beruͤhrt, und wel— 
ches folglich an allen Punkten dieſer gemeinſchaftlichen Erzeugungslinie einerley tangiren— 
de Ebene mit derſelben hat. 


Von den Beruͤhrungen der windiſchen Flaͤchen unter ſich. 


151. Es ſeyen A B, A’ B', A” B“ (Taf. XII. Fig. 2.) drey beliebige krumme 
Leitlinien einer windiſchen Fläche, und A A’ A“ eine gerade Erzeugungsiinie derſelben, 
welche die drey Krummen in den Punkten A, A,, A“ ſchneidet. Nachdem man durch je— 
den dieſer Punkte zu der Leitlinie, welcher er angehört die Tangenten A e, A c, A“ c. 
gezogen hat, betrachte man dieſe als die geraden Leitlinien eines Hyperboloids von einem 
Netz. Dieſes Hyperboloid wird offenbar tangirend zu der vorgelegten Flaͤche ſeyn, in 
allen Punkten der Geraden A A’ A“, welche jenes mit dieſer gemein hat; denn indem 
die bewegliche Gerade ſich auf den unendlich kleinen Elementen der krummen Leitlinien 
bewegt, welche dieſe mit ihren Tangenten an den Punkten A, A’, A“ gemein haben, iſt 
ſie zu gleicher Zeit auf beyden Flaͤchen, dieſe haben daher das windiſche Flaͤchenelement 
A a A d A d“, was zwiſchen zwey aufeinanderfolgenden Stellungen A A“ A“, ad d, 
der beweglichen Geraden gefaßt iſt, mit einander gemein; und folglich auch an jedem 
Punkte dieſes Elements eine gemeinſchaftliche tangirende Ebene. 

Es iſt einleuchtend, daß, wenn man durch die drey Punkte A, A’, A” drey andere 
Linien A C, A’ C, A“ C“ der windiſchen Fläche führte, die bewegliche Gerade die nem- 
liche Flaͤche erzeugen würde, wenn fie ſich auf dieſen, oder auf den drey erſten Krum⸗ 
men, als Leitlinien, bewegte, und wenn man an den Punkten A, A, A“, die Tangen⸗ 
ten zu den drey Krummen A C. A C', A“ C“ konſtruirte, fo würden dieſe ein neues 
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Hyperboloid beſtimmen, welches ebenfalls längs der Geraden A A’ A“ tangirend zu der 
allgemeinen windiſchen Flaͤche waͤre. Die geraden Leitlinien des Hyperboloids, welches 
eine windiſche Fläche nach einer gemeinſchaftlichen Erzeugungslinie A A A” berührt, find daher 
nur der Bedingung unterworfen, durch drey Punkte A, A, A” dieſer Geraden zu gehen, 
und in den tangirenden Ebenen zu der windiſchen Flaͤche an eben dieſen Punkten enthal⸗ 
ten zu ſeyn. 

152. Von welcher beſonderen Art demnach eine windiſche Flaͤche ſeyn mag, ſo 
giebt es eine unendliche Menge Hyperboloide von einem Netz, welche ein Element mit 
dieſer Flaͤche gemein haben koͤnnen, oder ſie nach einer Geraden beruͤhren. Jedes von 
dieſen Hyperboloiden hat als Leitlinien drey Gerade, welche willkuͤhrlich in den tangiren— 
den Ebenen und durch drey Punkte der geraden Beruͤhrungslinie der windiſchen Flaͤche 
und des Hyperboloids gezogen find. 

153. Die beruͤhrenden Hyperboloide einer windiſchen Fläche werden hyperboliſche 
Paraboloide, wenn die drey, in den drey tangirenden Ebenen genommenen geraden Leit— 
linien parallel zu einer Ebene ſind. Die windiſche Flaͤche kann daher auch von einer 
unendlichen Menge hyperboliſcher Paraboloide nach einer geraden Erzeugungslinie beruͤhrt 
werden. 


// EU TOO DR 


Die Erzeugung einer windiſchen Släche iſt bekannt und gegeben; man fol 
durch einen ebenfalls gegebenen Punkt dieſer Flaͤche eine tangirende Ebene zu 
derſelben fuͤhren? 


154. Aufloͤſung. Nachdem man die durch den Beruͤhrungspunkt der vorgelegten 
Fläche gehende gerade Erzeugungslinie konſtruirt hat, führe man durch dieſe Gerade drey 
verſchiedene Ebenen. Dieſe Ebenen ſind ſaͤmmtlich tangirend zu der windiſchen Flaͤche, 
und man beſtimmt ihre Beruͤhrungspunkte nach der (Art. 132.) vorgetragenen Metho: 
de. Iſt dieſes geſchehen, ſo fuͤhre man in den drey tangirenden Ebenen, und durch die 
drey gefundenen Beruͤhrungspunkte, drey beliebige Geraden, und nehme dieſe als die ge— 
raden Leitlinien eines Hyperboloids von einem Netze. Dieſes Hyperboloid hat an allen 
Punkten der oben genannten geraden Erzeugungslinie einerley tangirende Ebene mit 
der vorgelegten windiſchen Flaͤche. Die Aufgabe kommt alſo darauf zuruͤck, durch einen 
gegebenen Punkt eines Hyperboloids von einem Netze, deſſen drey gerade Leitlinien ber 
kannt find, eine tangirende Ebene zu fuͤhren; und iſt (Art. 145.) aufgeloͤßt. Die drey 
Geraden Leitlinien des tangirenden Hyperboloids koͤnnen, da ihre Lage in den drey tangi— 
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renden Ebenen der windiſchen Flaͤche unbeſtimmt iſt, ſo gewaͤhlt werden, daß ſie parallel 
zu einer nemlichen Ebene find, und in dieſer Hypotheſe wandelt das Hyperboloid ſich 
in ein beruͤhrendes hyperboliſches Paraboloid um. (Art. 122.) 

Wir werden weiter unten (Art. 328.) aus dieſen Eigenſchaften der windiſchen 
Flaͤchen eine allgemeine graphiſche Aufloͤſung des Problems der Tangenten ableiten. 
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Tangireude Ebenen zu krummen Flachen, deren Berührungs⸗ 
punkt nicht gegeben iſt. 


Bedingungen, welche die Stellung der tangirenden Ebenen zu einer krummen 
Släche beſtimmen. 


155. In den verſchiedenen Aufgaben über die tangirenden Ebenen zu den krummen 
Flaͤchen, welche wir bis jetzt aufgeloͤßt haben, ſetzten wir ſtets voraus, daß der Punkt, 
durch welchen die tangirende Ebene gefuͤhrt werden ſollte, auf der Flaͤche genommen, 
uud daß er ſelbſt der Beruͤhrungspunkt ſey: dieſe einzige Bedingung war hinreichend, 
um die Stellung der Ebene zu beſtimmen. Aber dem iſt nicht alſo, ſobald der Punkt, 
durch den die Ebene gehen ſoll, außerhalb der Flaͤche genommen iſt. 

156. Soll die Stellung einer Ebene beſtimmt ſeyn, ſo muß ſie drey verſchiede⸗ 
nen Bedingungen entſprechen, von denen jede gleichbedeutend damit iſt: durch einen gege⸗ 
benen Punkt zu gehen. Nun aber entſpricht im Allgemeinen die Eigenſchaft, tangirend 
zu einer krummen Flaͤche zu ſeyn, ſobald der Beruͤhrungspunkt nicht gegeben iſt, nur 
einer einzigen von dieſen Bedingungen. Wenn daher die Stellung einer Ebene durch 
Bedingungen dieſer Art feſtgeſetzt werden ſoll, fo bedarf es deren, im Allgemein drey; 
In der That, nehmen wir an, es ſeyen uns drey krummen Flächen gegeben, und es fey 
eine Ebene tangirend zu einer von ihnen; ſo koͤnnen wir uns vorſtellen, die Ebene 
bewege ſich um dieſe Flaͤche, ohne daß fie aufhoͤre fie zu berühren. Sie wird dieſes nach 
allen erdenklichen Richtungen thun koͤnnen, nur wird ſich nach Masgabe der Ortsveraͤn⸗ 
derung der Ebene, der Berührungspunkt auf der Fläche bewegen, und feine Bewegung 
wird in derſelben Richtung ſtatt haben, wie die der Ebene. Nehmen wir nun an, dieſe 
Bewegung geſchehe ſo lange nach irgend einer Seite hin, bis die Ebene der zweyten 
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Fläche in einem gewiſſen Punkte begegne: die Ebene iſt ſodann zu gleicher Zeit tan⸗ 
girend zu den zwey erſten Flaͤchen, aber ihre Stellung iſt noch nicht feſtgeſetzt. 

Wir koͤnnen uns in der That vorſtellen, daß ſich die Ebene um die zwey Flaͤchen 
bewege, ohne aufzuhoͤren ſie beyde zu beruͤhren; nur wird es ihr jetzt nicht mehr frey 
ſtehen, ſich wie vorher nach allen Richtungen zu bewegen, ſie kann dies nur noch nach 
einer Einzigen thun. So wie die Ebene ihre Stellung veraͤndert, bewegen ſich die bey— 
den Beruͤhrungspunkte, jeglicher auf ſeiner angehoͤrigen Flaͤche, und zwar dergeſtalt, daß, 
wenn man ſich eine Gerade durch dieſe zwey Punkte gezogen denkt, ihre Bewegungen 
nach einerley Seite, in Bezug auf dieſe Gerade, geſchehen, wenn die Ebene die zwey 
Flaͤchen von derſelben Seite beruͤhrt; und nach den entgegengeſetzten Seiten, wenn die 
Eebne die erſte Fläche von der einen, und die Zweyte von der andern Seite beruͤhrt. 
Stellen wir uns endlich vor, daß dieſe Bewegung, die Einzige, die Statt haben kann, 
fortdauere, bis die Ebene die dritte Flaͤche in einem gewiſſen Punkt beruͤhre: jo iſt ale: 
dann die Stellung der Ebene feſtgeſetzt, und ſie kann ſich nicht weiter bewegen, ohne 
aufzuhoͤren, beruͤhrend zu einer der drey Flaͤchen zu ſeyn. 

157. Man ſieht hieraus, daß um die Stellung einer Ebene zu beſtimmen, mit— 
telſt unbeſtimmter Beruͤhrungen mit gegebenen krummen Flaͤchen, im Allgemeinen drey 
erfoderlich ſeyen. Wenn daher eine tangirende Ebene zu einer gegebenen krummen Flaͤche 
gefuͤhrt werden ſoll, ſo gilt dieſe Bedingung nur fuͤr eine von den drey, denen die Ebe— 
ne genug thun kann: man kann folglich noch zwey Andere nach Gefallen nehmen, und 
die Ebene zum Beyſpiel, durch zwey gegebene Punkte gehen laſſen, oder was auf Eines 
heraus kommt, durch eine gegebene Gerade ꝛc. Wenn endlich die Ebene drey gegebene 
Flaͤchen beruͤhren ſollte, ſo koͤnnte man uͤber keine weitere Bedingung mehr verfuͤgen, 
unp ihre Stellung wäre beſtimmt. N 

158 Das ſo eben Geſagte gilt von den krummen Flaͤchen im Allgemeinen; jedoch 
muß dasjenige davon ausgenommen werden, was auf alle Cylinderflaͤchen, auf alle Ke— 
gelflachen und überhaupt auf alle aufwickelbaren Flächen Bezug hat; denn bey dieſer 
Klaſſe von Flächen iſt die Berührung mit einer Ebene nicht auf einen einzigen Punkt 
beſchraͤnkt, fie dehnt ſich längs einer unbeſtimmten Geraden aus, die mit einer Stellung 
der geraden Erzeugungslinie zuſammenfaͤllt. (Art. 130.) 4 

Die Eigenſchaft einer Ebene eine einzige diefer Flächen zu berühren, gilt für zwey 
Bedingungen, weil ſie ihr auferlegt, durch eine Gerade zu gehen, und es bliebe in die— 
ſem Fall nur noch eine einzige Bedingung frey, wie zum Beyſpiel die, durch einen ge⸗ 
gebenen Punkt zu gehen. Es kann daher nicht aufgegeben werden, eine Ebene zu fuͤh— 
ren, welche zu gleicher Zeit zwey von dieſen Flaͤchen berührt, und um fo weniger noch 
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drey; wenn anders nicht einige beſondere Umſtaͤnde dieſe Bedingungen vereinbar machen 
follten. 

Es wird wohl nicht ohne Nutzen ſeyn, ehe wir weiter gehen, einige Beyſpiele zu 
geben, von der Nothwendigkeit, in die man kommen kann, tangirende Ebenen zu krum— 
men Flaͤchen zu fuͤhren, durch Punkte, die außerhalb derſelben genommen ſind. Das 
erſte Beyſpiel wollen wir aus der Konſtruktion der Feſtungswerke entnehmen. 

159. Bey dem Vortrage der allgemeinen Grundſaͤtze der Befeſtigungskunſt, ſetzt 
man zuerſt voraus, daß der Boden, welcher die Feſtung, nach allen Seiten, auf Ka 
nonenſchußweite umgiebt, horizontal ſey, und keine Erhöhung darbiete, welche dem Be; 
lagerer einigen Vortheil gewähren koͤnnte: ſodann beſtimmt man, nach dieſer Hopotheſe, 
den Umriß des Hauptwalles, der halben Monde, der bedeckten Wege und der vorliegen: 
den Werke; und man giebt die Beherrſchungen (commendemens) an, welche die verz 
ſchiedenen Theile der Befeſtigung uͤbereinander haben muͤſſen, damit ſie ſaͤmmtlich auf 
die wirkſamſte Weiſe zu ihrer wechſelſeitigen Vertheidigung beytragen. 

Um ſodann dieſe Grundſaͤtze auf den Fall anzuwenden, wenn der, die Feſtung 
umgebende Boden eine Höhe darbietet, die der Belagerer benutzen koͤnnte, und gegen 
welche die Befeſtigung defilirt werden muß, ſo wird eine neue Betrachtung erfoderlich. 
Wenn nur eine einzige Anhöhe vorhanden iſt, fo waͤhlt man in dem Platze zwe 
Punkte, durch die man ſich zu der Hoͤhe, gegen welche man ſich defiliren will, eine tan— 
girende Ebene geführt denkt: Dieſe tangirende Ebene heißt die Defilementsebene, 
und man giebt allen Theilen der Befeſtigung daſſelbe Relief uͤber die Defilementsebene, 
was ſie uͤber die Horizontalebene bekommen haͤtten, wenn der Boden waagerecht gewe— 
ſen waͤre: hierdurch erhalten die Einen uͤber die Andern, und Alle zuſammen uͤber die 
benachbarte Anhoͤhe, dieſelbe Beherrſchung, wie uͤber einen horizontalen Boden, und die 
Befeſtigung hat die nemlichen Vortheile, wie im erſten Fall. Was die Wahl der zwey 
Punkte anbelangt, durch welche die Defilementsebene gehen ſoll, fo muß dieſe den zwey 
folgenden Bedingungen Genuͤge thun: tens daß der Winkel, den die Ebene mit dem 
Horizont macht, der moͤglich kleinſte fey, damit die Wallgaͤnge einen geringern Abhang 
bekommen, und dadurch der Vertheidigungsdienſt um ſo weniger erſchwert werde; 
2tens daß die Höhe der Werke über den natürlichen Boden ebenfalls die moͤglich gering— 
ſte fe, damit ihre Erbauung weniger Arbeit und weniger Unkoſten verurſache. 

Wenn in der Umgebung des Platzes zwey Höhen lägen, gegen welche die Befeſti— 
gung zumal zu defiliren waͤre, ſo muͤßte die Defilementsebene zu gleicher Zeit tangirend 
zu den Oberflaͤchen dieſer begven Anhoͤhen ſehn. Es bliebe ſodann, um ihre Stellung 
feſtzuſetzen, nur eine einzige Bedigung freh, und man würde daruber verfugen, das heißt, 
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man wuͤrde in dem Platze den Punkt, durch welchen die Ebene gehen ſoll, auf eine 
ſolche Art waͤhlen, daß dadurch den, bey dem erſten Falle vorgetragenen Bedingungen ſo 
vollkommen als moͤglich entſprochen wuͤrde. 

Das zwegte Beyſpiel, was wir anführen wollen, iſt abermals aus der Mahlereg 
genommen. N | 

160. Auf den Oberflächen der Körper, beſonders wenn fie polirt find, erſcheinen 
ſchimmernde Punkte von einem Glanze, ähnlich jenem des leuchtenden Koͤrpers, der fie 
beſcheint. Die Lebhaftigkeit dieſer Punkte iſt um ſo groͤßer, und ihre Ausdehnung um ſo 
geringer, je mehr die Oberflächen polirt find, Bey den rauhen Oberflächen haben die ſchim⸗ 
mernden Punkte bedeutend weniger Glanz, und nehmen einen groͤßeren Theil der Ober⸗ 
fläche ein. 

Bey einer jeder Flaͤche iſt der Glanzpunkt durch folgende Bedingung beſtimmt: daß 
der einfallende Lichtſtrahl und der Reflexionsſtrahl, welcher nach dem Auge des Beſchauers 
gerichtet iſt, in einer nemlichen Ebene liegen, welche ſenkrecht auf die tangirende Ebene 
an jenem Punkt iſt, und mit dieſer Ebene gleiche Winkel bilden; weil der glaͤnzende Punkt 
der Flaͤche als Spiegel wirkt, und einen Theil des Bildes des leuchtenden Gegenſtandes 
nach den Auge des Beſchauers zuruͤckſchickt. Die Beſtimmung dieſes Punktes erfodert eine 
außerordentliche Praͤziſion, und wenn auch eine Zeichnung noch ſo korrekt waͤre, und die 
ſcheinbaren Umriſſe ſelbſt mit einer mathematiſchen Genauigkeit gezogen, fo würde doch der 
geringſte Fehler in der Stellung des glaͤnzenden Punktes ſehr bedeutend werden, in Betreff 
des Ausſehens der Formen. Wir wollen dafuͤr nur einen einzigen aber ſehr auffallenden 
Beweis beybringen. 

Die kugelfoͤrmige Oberflaͤche des Auges iſt polirt, und uͤberdies noch mit einer 
duͤnnen Lage von Feuchtigkeit uͤberzogen, welche die Politur um ſo vollkommener macht. 
Wenn man ein offenes Auge betrachtet, ſo nimmt man auf der Oberflaͤche einen ſchimmern⸗ 
den Punkt wahr, von einem großen Glanze und von geringer Ausdehnung, deſſen Stellung 
von denen des erhellenden Gegenſtandes und des Beobachters abhaͤngt. Waͤre die Ober⸗ 
flaͤche des Auges vollkommen rund, ſo koͤnnte es ſich um ſeine Vertikalaxe drehen, ohne 
daß der ſchimmernde Punkt die geringſte Veraͤnderung erlitte. Aber dieſe Oberflaͤche iſt in 
der Richtung der Seheaxe verlängert, und wenn fie ſich um die Vertikalaxe dreht, fo wech: 
ſelt auch der ſchimmernde Punkt. Eine lange Uebung hat uns ſehr empfindlich für dieſen 
Wechſel gemacht, und er beſtimmt groͤßtentheils unfer Urtheil über die Richtung der Au⸗ 
genkugel. Hauptſaͤchlich nach der Verſchiedenheit in den Stellungen der glaͤnzenden Punkte 
auf den beyden Augenkugeln einer Perſon ſchließen wir, ob dieſelbe ſchiele oder nicht, oder 
ob ſie uns anſchaue, und wenn ſie dies nicht thut, nach welcher Seite fie blicke. 
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Indem wir dieſes Beyſpiel anführen, verlangen wir nicht, daß auf einem Bilde die 
Stellung der glaͤnzenden Punkte auf der Augenkugel geometriſch beſtimmt werden muͤſſe, 
unſere Abſicht war blos zu zeigen, wie leicht begangene kleine Fehler in der Stellung dieſes 
Punkts ſehr bedeutend werden koͤnnen, in Betreff der anſcheinenden Geſtalt des Gegenſtan— 
des, wenn gleich die Zeichnung der ſcheinbaren Umriſſe deſſelben, die nemliche bleibt. 


Aufgaben uͤber die tangirenden Ebenen zu den krummen Flaͤchen, welche durch 
gegebene Punkte im Raum gefuͤhrt ſind. 


161. Die Kugelflaͤche iſt eine der einfachſten, die man betrachten kann; ihre Er— 
zeugungsart hat ſie mit einer großen Zahl verſchiedener krummen Flaͤchen gemein; ſo 
koͤnnte man ſie zum Beyſpiel unter die Umdrehungsflaͤchen reihen, und ihrer keine beſon— 
dere Erwaͤhnung thun, aber ihre Regelmaͤßigkeit giebt zu merkwuͤrdigen Reſultaten Veran: 
laſſung, von denen einige durch ihre Neuheit anziehend find, und mit denen wir uns zu 
foͤrderſt beſchaͤftigen wollen, weniger um ihrer ſelbſt willen, als um eine Gewandtheit in der 
Betrachtung der drey Dimenſionen zu erhalten, welche wir zu allgemeineren und nuͤtzlicheren 
Gegenſtaͤnden noͤthig haben. 


Er ſte Auf gabe. 


Man ſoll durch eine gegebene Gerade eine tangirende Ebene zu einer gege— 
benen Rugelfläche fuͤhren? 


er: Yuflsfung 


162. Es ſey (A, a), (Taf. XIII. Fig. 1.) der Mittelpunkt der Kugel, BC D 
die Projektion des größten Horizontalkreiſes, und (E F, e 7) die gegebene Gerade. Durch 
den Mittelpunkt der Kugel ſey eine Ebene ſenkrecht auf die gegebene Gerade gefuͤhrt, und 
(6, g) ſey der Begegnungspunkt der Ebene und der Geraden, nach der bekannten Me— 
thode Fonftruirt. *) 

Dieſes feſtgeſetzt, fo ſieht man vorerſt leicht ein, daß durch die gegebene Gerade zwey 
tangirende Ebenen zu der Kugel gefuͤhrt werden koͤnnen, die dieſelbe von zwey entgegen— 
geſetzten Seiten beruͤhren; was zwey verſchiedene Beruͤhrungspunkte beſtimmt, deren Pro— 
jektionen zu konſtruiren waͤren. 


*) Die hiezu erfoderlichen abgekürzten Konſtruktionen find auf der Tafel angegeben, 
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Wenn man zu dieſem Ende, aus dem Mittelpunkt der Kugel ſich zwey Senkrechte 
auf die beyden tangirenden Ebenen gefaͤllt denkt, ſo trifft jede in den Beruͤhrungspunkt der 
Kugel mit der entſprechenden tangirenden Ebene, und ſie ſind beyde in der Ebene ent— 
halten, welche ſenkrecht auf die gegebene Gerade geführt iſt; daher liegen die zwey Ber 
rührungspunkte in dem Schnitte der Kugel durch die ſenkrechte Ebene, welcher Schnitt 
ein groͤßter Kreis der Kugel iſt, zu dem die zwey Schnitte derſelben Ebene durch die 
tangirenden Ebenen, Tangenten ſind. 1 


Wenn man ſich in der ſenkrechten Ebene eine Horizontale denkt, deren Projektio⸗ 
nen die Horizontale a „ und die auf E F ſenkrechte Gerade A H find, und wenn man 
ſich vorſtellt, daß die ſenkrechte Ebene ſich um dieſe Horizontale, als Scharnier drehe, 
bis ſie ſelbſt horizontal geworden ſey, ſo wird ihr Schnitt durch die Kugelflaͤche offenbar 
mit dem Umkreiſe B C D zuſammenfallen, ihre zwey Beruͤhrungspunkte werden auf eben 
dieſen Kreis zu liegen kommen, und wenn man den Punkt J konſtruirt, wohin ſich der 
Begegnungspunkt der gegebenen Geraden mit der ſenkrechten Ebene, nach vollzogener 
Bewegung auflegt, indem man die Weite (8 H, g 7) = g 4 auf der E F von H 
nach J trägt, und ſodann zu dem Kreiſe B C D, die Tangenten J C, I D zieht, ſo be⸗ 
ſtimmen dieſe die beyden Beruͤhrungspunkte C, D in der Stellung, die ſie genommen 
haben, nachdem die ſenkrechte Ebene auf die Horizontalebene zuruͤckgelegt iſt. 

Um nun ihre Projektionen in ihrer natuͤrlichen Stellung zu erhalten, denke man 
ſich die ſenkrechte Ebene in die urfprüngliche Lage zuruͤckverſetzt, indem fie fi) abermals 
um die Horizontale (A &, a 3) als Scharnier dreht, und wobey fie ſowohl den 
Punkt (J, /) mit ſich führt, als auch die zwey Tangenten JC, J D, nachdem fie ver: 
längert worden bis zu ihrer Begegnung in K, K mit der Horizontalen A H; und end— 
lich die Sehne C D, welche ebenfalls dieſelbe Gerade A H in einem Punkte N ſchneidet. 
Es iſt einleuchtend, daß bey dieſer Bewegung, die auf dem Scharnier liegenden Punkte 
K, K und N feſt bleiben, die Beruͤhrungspunkte C, D hingegen irgendwo auf den Gera; 
den CP, D Q, welche ſenkrecht auf A H find, zu liegen kommen werden. 

Aber bey der ruͤckgaͤngigen Bewegung der ſenkrechten Ebene hoͤren die Tangenten 
JC K, JD K nicht auf, durch ihre reſpektiven Beruͤhrungspunkte zu gehen. Nun fällt 
der Punkt J nach vollendeter Bewegung wiederum nach G; die zwey Tangenten projek⸗ 
tiren ſich daher nach G K, G K, und da ebenfalls jede von ihnen die Projektion eines 
Beruͤhrungspunktes enthalten muß, fo ergeben ſich die Durchſchnittspunkte R und 8 die: 
ſer Geraden mit den entſprechenden C P, D mals die geſuchten Projektionen, welche 
überdies mit N in einer geraden Linie liegen muͤſſen. 
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Wenn man die Punkte K, K’ auf die Horizontale & g nach A, 7 projektirt und 
die Geraden 8 , g # zieht, ſo hat man die Vertikalprojektionen der zwey nemlihen 
Tangenten, und aus dieſen ergeben ſich die Punkte r und s als die Vertikalprojektionen 
der beyden Beruͤhrungspunkte. 

Für die erſte tangirende Ebene haben wir die zwey Geraden (E F, e f), und 
(6 K, g A), und für die zweyte, die Geraden (E F, e) und (G K, 93 es iſt 
demnach leicht ihre zugehoͤrigen Riſſe zu konſtruiren. 

163. Dieſe Aufloͤſung würde weit eleganter werden, wenn man die zwey Projek⸗ 
tionsebenen durch den Mittelpunkt der Kugel gehen ließe; die beyden Projektionen der 
Kugel würden dadurch in einen und denſelben Kreis zuſammenfallen, und die Verlaͤnge— 
rungen der geraden Linien weniger groß werden. Es geſchah nur der größeren Klarheit 
wegen, 1 wir die zwey Projektionen abgeſondert haben. 


Jette Affen g⸗ 


164. Es ſey (A, 4) (Taf. XIII Fig. 2.) der Mittelpunkt der Kugel, (A B, a ö) 
ihr Halbmeſſer, B C D die Projektion ihres größten Horizontalkreiſes, und (E F, % 
die gegebene Gerade. Die Ebene des großen Horizontalkreiſes ſey verlängert, bis fie die 
gegebene Gerade (E F, e /) in einem Punkte (G, 3) ſchneidet. 

Dieſes feſtgeſetzt, wenn man denſelben Punkt (G, g) als Scheitel einer Kegelflä- 
che nimmt, welche die Kugel umhuͤllt, ſo erhaͤlt man durch die zwey Tangenten G C, 
6 D, welche den Kreis C B D in den zwey Punkten C und D berühren, die Projek- 
tionen zweyer horizontalen Erzeugungslinien der Kegelflaͤche. Dieſe Flaͤche berührt die 
Kugel nach einem Kreiſe, deſſen Diameter CO D iſt, deſſen Ebene ſenkrecht auf die Axe 
des Kegels und folglich vertikal iſt, und welcher als Horizontalprojektion die gerade 
CD hat. | 

Wenn man fih durch die Gerade (E E, e /) zwey tangirende Ebenen zu der Ke⸗ 
gelflaͤche denkt, fo wird eine jede auch die Kugel berühren, und zwar in einem Punkte 
des Vertikalkreiſes C D, nach welchem die Kugel ſelbſt von der Kegelflaͤche berührt 
iſt; daher ſind die beyden gedachten Ebenen, diejenigen, deren Stellung zu beſtimmen 
iſt: ihre Beruͤhrungspunkte muͤſſen ſich irgendwo auf die Gerade C D projektiren, und 
die Gerade, welche die beyden Beruͤhrungspunkte verbindet, muß ebenfalls unbeſtimmt 
in der C D projektirt ſeyn. 

Die Ebene des zur Vertikalebene parallelen 46 Kreiſes, hat zur Horizontalpro⸗ 
jektion die unbeſtimmte Parallelene A B zu L M, und fie ſchneidet die Gerade (E E, e) 
in einem Punkte (II, 13, Betrachten wir dieſen Punkt als Scheitel einer neuen Ke⸗ 

13 
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gelfläche, welche, fo wie die Erſte die Kugel unhuͤllt, fo find die aus A geführten Tan—⸗ 
genten A K, 1 I, welche den Kreis ö K J in K und I berühren, die Vertikalprojektionen 
ihrer aͤußerſten Kanten. Dieſe zweyte Kegelflaͤche beruͤhrt die Kugel nach einem neuen 
Kreiſe, wovon K I der Diameter und deſſen Ebene, welche ſenkrecht auf die Verti⸗ 
kalebene iſt, ſich unbeſtimmt nach der K I projektirt. Dieſer Kreis geht ebenfalls durch 
die Beruͤhrungspunkte der Kugel mit den beyden verlangten tangirenden Ebenen, daher 
find. die Vertikalprojektionen dieſer zwey Beruͤhrungspunkte irgendwo auf der Geraden 
IK, und folglich iſt auch die Gerade, welche die beyden Beruͤhrungspunkte verbindet, in 
der nemlichen Geraden I K projektirt. 

Die durch die beyden Beruͤhrungspunkte gehende Gerade, iſt demnach Pahl in 
C D, und vertikal in IK projektirt, und fie durchneidet die Ebene des großen Horizon— 
talkreiſes in einem Punkte (N, n). 

165. Stellen wir uns nun vor, daß die Ebene des in C D projektirten Berti 
kalkreiſes ſich um feinen horizontalen Durchmeſſer als Scharnier drehe, um ſelbſt horizon— 
tal zu werden, und daß dieſer bey ſeiner Bewegung, die beyden Beruͤhrungspunkte und 
die Gerade, welche dieſelben verbindet, mit ſich führe. Man wird dieſen Kreis in feiner 
neuen Stellung konſtruiren, wenn man über C D als Durchmeſſer, den Kreis C PD 2 
beſchreibt. Die Gerade der beyden Beruͤhrungspunkte, wenn ſie in ihrer neuen Stellung 
konſtruirt iſt, wird auf dem horizontalen Kreis C P D Q, durch ihr Zuſammentreffen 
mit demſelben, auch die neue Stellung jener Punkte beftimmen, 

Nun aber bleibt der auf dem Scharnier GC liegende Punkt N jener Geraden 

unveraͤnderlich, der Punkt, in welchem ſie die Ebene des zur Vertikalebene parallelen 
großen Kreiſes durchſchneidet, und deſſen Projektionen O und z find, dieſer Punkt ſage 
ich, beſchreibt uͤberdies einen Viertelsbogen eines auf C D ſenkrechten Vertikalkreiſes, 
deſſen Halbmeſſer die vertikale o z iſt; wenn man daher durch O eine Gerade ſenkrecht 
auf C D zieht, und auf derſelben o z von O nach J trägt, fo iſt der Punkt J der 
Geraden der Beruͤhrungspunkte zugehörig, und folglich iſt N T dieſe Gerade; durch ihr 
Zufammentreffen in Pund Q mit dem Kreis C PD G beſtimmt dieſelbe die beyden Be— 
rührungspunfte in ihrer auf die Horizontalebene zuruͤckgelegten Stellung. Um die Ho: 
rizontalprojektionen der nemlichen Punkte in ihrer natuͤrlichen Stellung zu erhalten, denke man 
ſich den Kreis C PD 2 in feine urſpruͤngliche Lage zuruͤckverſetzt, in dem er ſich wieder um 
daſſelbe Scharnier C D dreht. Die zwey Punkte P und Q bleiben bey dieſer Bewer 
gung in den Vertikalebenen, deren Projektionen die auf C D ſenkrechten Geraden R P, 
2s find; dieſe nemlichen Punkte muͤſſen ſich aber auch irgend wo auf die C D pro- 
jektiren, daher beſtimmen die Begegnungspunkte K und s dieſer Geraden mit den Gera— 
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den P R und Qs die Horizontalprojektionen der beyden e und die 
Vertikalprojektionen derſelben ergeben ſich, wenn man die Punkte R, S auf die Gerade 
1 K nach / und s projektirt. 

Auch dieſe zweyte Aufloͤſung wuͤrde weit N werden, wenn man Die beyden 
Projektionsebenen durch den Mittelpunkt der Kugel führte, wodurch die zwey Projektio— 
nen auf eine und dieſelbe Figur beſchraͤnkt würden, 


* * 


166. Dieſe letzten Betrachtungen leiten uns auf die Entdeckung mehrerer merk— 
wuͤrdigen Eigenſchaften des Kreiſes, der Kugel, der Kegelſchnitte und der krummen Flaͤ— 
chen vom zweyten Grad. 

Wir haben ſo eben geſehen, daß jede der zwey um die Kugel umſchriebenen Kegel: 
flächen dieſelbe nach einem Kreiſe beruͤhre, und daß dieſe beyden Kreiſe durch die zwey 
Beruͤhrungspunkte der Kugel mit den tangirenden Ebenen gehen. Dieſe Eigenſchaft 
iſt kein beſonderes Eigenthum der zwey betrachteten Kegelflaͤchen, ſie kommt allen denen 
zu, die ihre Scheitel in der gegebenen Geraden haben, und welche gleichfalls um die 
Kugel umſchrieben ſind. Wenn man ſich daher eine erſte Kegelflaͤche denkt, die ihren 
Scheitel in der gegebenen Geraden hat, und um die Kugel umſchrieben iſt, und wenn 
man annimmt, dieſe Flaͤche bewege ſich dergeſtalt, daß ihr Scheitel die Gerade durchlaͤuft, 
ohne daß fie ſelbſt aufhoͤre, umſchrieben und beruͤhrend zur Kugel zu ſeyn, ſo wird ſie 
in jeder Stellung die Kugel nach einem Kreiſe beruͤhren; alle dieſe Kreiſe werden durch 
die zwey nemlichen Punkte gehen, welche die Beruͤhrungen der Kugel mit den zwey tan⸗ 
girenden Ebenen ſind, und die Ebenen derſelben Kreiſe werden ſich ſaͤmmtlich nach einer 
nemlichen geraden Linie ſchneiden, welche jene der zwey Beruͤhrungen iſt. Wenn man 
ſich endlich die Ebene denkt, welche durch die gegebene Gerade, und durch den Mittelpunkt 
der Kugel geführt iſt, fo wird dieſe Ebene, die durch die Axen aller Kegelflaͤchen geht, 
ſenkrecht: auf die Ebenen aller Beruͤhrungskreiſe ſeyn, und folglich auch auf die Gerade, 
welche der gemeinſchaftliche Durchſchnitt derſelben iſt, und ſie wird alle dieſe Ebenen nach 
geraden Linien ſchneiden, die ſaͤmmtlich durch einen nemlichen Punkt gehen. 

Umgekehrt, wenn eine Kugel und eine gerade Linie gegeben ſind, und man denkt 
ſich durch die Gerade ſo viele Ebenen als man will, welche die Kugel nach Kreiſen ſchnei⸗ 
det, und wenn man zu jedem dieſer Kreiſe ſich eine gerade Kegelflaͤche denkt, von welcher 
derſelbe die Grundlinie, und welche um die Kugel umſchrieben iſt, jo werden die Schrei 
tel aller dieſer Kegelflaͤchen in einer nemlichen anderen geraden Linie liegen. 

13.5 
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167. Betrachtet man allein das, was in der Ebene vorgeht, welche durch die gegebene Gera, 
de, und durch den Mittelpunkt der Kugel geführt iſt, ſo wird man auf die zwey folgenden Sätze 
geleitet, welche die unmittelbaren Folgeſätze zu dem Vorhergehenden find, 


„Es iſt in einer Ebene ein Kreis gegeben, (Taf, XVI. Fig. 2 et 3.) deſſen Mittelpunkt 
„A fey, und irgend eine Gerade E G; wenn man aus einem beliebigen Punkt D dieſer Geraden 
„zwey Tangenten zu dem Kreiſe zieht, und die Gerade E F, welche durch die zwey Berührungs— 
„punkte geht, und man ſtellt ſich vor, der Punkt D bewege ſich längs der Geraden und führe die 
„Tangenten mit ſich, ohne daß dieſe aufhören, den Kreis zu berühren, fo werden die zwey Berüh— 
„rungspunkte, fo wie die, fie verbindende Gerade E F ihre Stellung verändern, aber dieſe Gerade 
„wird immer durch den nemlichen Punkt N gehen, . in der aus dem Mittelpunkt auf die 
„Gerade gefällten Senkrechten A G liegt.“ 


„Umgekehrt, wenn man durch einen in der Ebene eines Kreiſes genommenen Punkt N, fo 
ooviele Geraden E F zieht, als man will, von denen jede den Umkreis in zwey Punkten ſchneidet, 
„und wenn man durch dieſe zwey Punkte zu dem Kreiſe zwey Tangenten E D, F D zieht, wel— 
„che ſich irgend in einem Punkte D ſchneiden, fo wird die Reihe aller dieſer auf die gleiche Art 
„gefundenen Durchſchnittspunkte in einer nemlichen, auf AN ſenkrechten geraden Linie B C liegen.“ 


168. Nicht deß wegen, weil alle Punkte eines Umkreiſes gleich weit vom Mittelpunkte ent, 
fernt liegen, beſitzt der Kreis, die oben vorgetragene Eigenthümlichkeit, ſondern weil er eine Kurve 
vom zweyten Grad iſt, und alle Kegelſchnittslinien ſind in dem gleichen Falle. 1 


In der That, es ſey A B E F (Taf, XVI. Fig. 4.) irgend ein Kegelſchnitt, und C D 
eine beliebige, in ſeiner Ebene gegebene Gerade: ſtellen wir uns vor, die Kurve drehe ſich um eine 
ihrer Axen A B um eine Umdrehungsfläche zu erzeugen, und denken wir uns durch die Gerade 
CD zwey tangirende Ebenen zu dieſer Fläche geführt, fo wird jede dieſer Ebenen ihren beſenderen 
Berührungspunkt haben. Dieſes feſtgeſetzt, wenn man einen beliebigen Punkt HI der Geraden C D 
als Scheitel nimmt, und ſich eine Kegelfläche umſchrieben und tangirend zu der Umdrehungsfläche 
denkt, ſo wird ſie dieſe letzte Fläche nach einer Kurve berühren, welche nothwendig durch die zwey 
Berührungspunkte mit den tangirenden Ebenen gehen muß. - 

Diefe Kurve wird eben ſeyn; ihre Ebene, welche ſenkrecht auf jene des gegebenen Kegelſchnitts 
iſt, wird auf dieſe letztere nach einer geraden Linie E F prejektirt ſeyn, und tiefe Gerade wird 
duech die zwey Berührungspunkte des Kegelſchnitts mit den durch den Punkt H gezogenen Tan: 
genten gehen. Nehmen wir ſofort an, der Scheitel H der Kegelfläche bewege ſich auf der Geraden 
C D, ohne daß dieſe Fläche aufhöre umſchrieben und berührend zu der Umdrehunge fläche zu ſeyn, 
fo wird ihre Berührungskurve in jeder Stellung die nemlichen Eigen thümlichkeiten haben, durch 
die zwey Berührungspunkte mit den tangirenden Ebenen zu gehen, eben zu ſeyn, und ihre Ebene 
ſenkrecht auf die des Kegelſchnitts zu haben. Daher werden die Ebenen aller Kurven durch die 
Gerade gehen, welche die beyden Berührungspunkte verbindet, und welche ſelbſt ſenkrecht auf die 
Ebene des Kegelſchnittes iſt; daher endlich ſind die Projektionen aller Ebenen gerade Linien, die 
fammtlih durch die Projektion N der Geraden gehen, An die bepden eee ver⸗ 
bindet. 
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169. Endlich iſt dieſer Satz ſelbſt nur ein beſonderer Fall eines andern allgemeinern, welcher 
in den drey Dimenſionen ſtatt findet, und den wir uns vorzutragen begnügen. 


„Es iſt im Raum irgend eine krumme Fläche vom zweyten Grad gegeben und eine umſchrie⸗ 
„bene Kegelfläche, die fie berührt, und deren Scheitel in irgend einem Punkte liegt; wenn ſich die 
„Kegelfläche bewegt, ohne aufzuhören um die erſte Flaͤche umſchrieben zu ſeyn und dieſelbe zu bes 
„rühren, jedoch fo, daß ihr Scheitel irgend eine gerade Linie durchläuft, fo geht die Ebene der Be, 
„rührungskurve der zwey Flächen immer durch eine nemliche gerade Linie (welche beſtimmt iſt, durch 
„die beyden Berührungspunkte der Fläche vom zweyten Grad mit den zwey tangirenden Ebenen, 
„die durch die Gerade der Scheitel gehen); und wenn die Kegelfläche ſich fo bewegt, daß ihr 
„Scheitel immer in einer Ebene bleibt, ſo geht die Ebene der Berührungskurve immer durch einen 
„nemlichen Punkt.“ | 


Herr Brianchen hat in ſeinem Me&moire sur les surfaces courbes du second degre den 
Beweis zu den vorſtehenden Sätzen Monge's, ſo wie zu dem folgenden ganz allgemeinen Theorem 
gegeben: 

„Es iſt irgend eine krumme Fläche vom zweyten Grad gegeben, und eine umſchriebene Kegel⸗ 
„fläche, welche ſie berührt und deren Scheitel in irgend einem Punkte liegt; wenn die Kegelfläche 
„ſich bewegt, ohne aufzuhören um die erſte Flaͤche umſchrieben zu ſeyn und fie zu berühren, jedoch 
„ſo, daß ihr Scheitel eine andere, willkührlich im Raume geſtellte Fläche vom zweyten Grad 
„durchläuft, fo wird die Ebene der e der zwey Flächen beſtändig eine dritte Fläche 
„rom zwepten Grad berühren.“ 


3 weyte Auf gabe. 


5 einen e Punkt eine Ebene zu fuͤhren, welche zu Sicher Zeit 
zwey gegebene Kugeln beruͤhrt?, 


170. Auflöfung Es ſey (A, a) (Taf, XIV. Fig. 1.) der Mittelpunkt der 
erſten Kugel; (B, 5) jener der zweyten; und (C, c) der gegebene Punkt; es ſey ferner 
die Gerade (A B, 4 5) konſtruirt, welche durch zwey Mittelpunkte geht, fo wie die 
Projektionen G E F, ge /, HI K, x i I der zu den beyden Projektionsebenen paralle⸗ 
len groͤßten Kreiſe beyder Kugeln. Man denke ſich die Kegelflaͤche, welche um beyde 
Kugeln zugleich umſchrieben iſt, und ſie beyde beruͤhrt. Dieſe Flaͤche muß ihren Mittel— 
punkt in der Geraden haben, welche durch jene der beyden Kugeln geht. Man ziehe zu 
den zwey Kreiſen G E F, H IK, die zwey gemeinſchaftlichen Tangenten E H, F K, 
welche ſich in einem Punkt D, der Geraden A B ſchneiden. Dieſer Punkt iſt die Ho: 
rizontalprojektion des Mittelpunkts der Kegelflihe, deſſen Vertikalprojektion 4 auf der 
verlaͤngerten Geraden a b liegt. Endlich ziehe man die Gerade (C D, cd), welche 
durch den Mittelpunkt des Kegels und durch den gegebenen Punkt geführt ift, 
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Dieſes feſtgeſetzt, fo denke man ſich durch jene letzte Gerade zwey tangirende Ebe— 
nen zu dem Kegel gefuͤhrt; dieſe werden denſelben nach zwey Erzeugungslinien beruͤhren, 
und beyde auch tangirend zu den zwey Kugeln ſeyn. Die Aufgabe iſt alſo darauf zu⸗ 
ruͤckgebracht, durch die Gerade, welche durch den Mittelpunkt der Kegelflaͤche und durch 
den gegebenen Punkt geht, zwey tangirende Ebenen zu einer der beyden Kugeln zu führ 
ren, und dieſe beyden Ebenen ſind ſodann auch tangirend zu der andern Kugel. 

171. Es iſt hier zu bemerken, daß man ſich zwey Kegelflaͤchen um die beyden 
nemlichen Kugeln umſchrieben denken kann. Die erſte umhuͤllt alle beyden von Außen, 
und ihr Mittelpunkt liegt jenſeits der einen Kugel, in Bezug auf die andere: die tangi⸗ 
renden Ebenen zu dieſer Kegelflaͤche beruͤhren jede der beyden Kugeln von derſelben Seite. 
Die zweyte Kegelflaͤche umhuͤllt die eine Kugel von Außen und die andere von Innen, 
und ihr Mittelpunkt liegt zwiſchen jenem der beyden Kugeln. Man erhaͤlt die Horizon— 
talprojektion D' dieſes Mittelpunkts, wenn man zu den zwey Kreiſen E FG und HI X 
die zwey innern Tangenten zieht, welche ſich in einem Punkt der Geraden A B ſchneiden; 
und man findet feine Vertikalprojektion, indem man den Punkt D’ nach 4“ auf ad 
projektirt. Die beyden zu dieſer Kegelflaͤche geführten tangirenden Ebenen beruͤhren eben— 
falls eine jede der zwey Kugeln; aber ſie beruͤhren die erſte von der einen Seite, und 
die zweyte von der Andern. Demnach koͤnnen vier verſchiedene Ebenen der Aufgabe 
Genuͤge thun: bey zwey von ihnen ſind die beyden Kugeln auf der nemlichen Seite der 
Ebene; bey den zwey Andern ſind ſie auf verſchiedenen Seiten. 


Dritte fg d 
Man ſoll eine tangirende Ebene zu drey gegebenen Kugeln fuͤhren? 


172. Auflöfung. Denken wir uns die tangirende Ebene zu den drey Kugeln 
ſey gefuͤhrt, und ſtellen wir uns eine Kegelflaͤche vor, welche um die beyden erſten Ku— 
geln umſchrieben iſt, und ſie beyde beruͤhrt; ſo wird die tangirende Ebene dieſe Kegel— 
flaͤche langs einer Kante berühren, und durch ihren Mittelpunkt gehen. 

Wenn man ſich eine zweyte Kegelflaͤche denkt, welche um die erſte und die dritte 
Kugel umſchrieben iſt; ſo wird die nemliche tangirende Ebene auch dieſe Flaͤche ebenfalls 
laͤngs einer ihrer Kanten beruͤhren und folglich durch ihren Mittelpunkt gehen. Wenn 
man ſich endlich eine dritte Kegelflaͤche denkt, welche die zweyte und die dritte Kugel 
umfaßt und beruͤhrt, ſo wird die tangirende Ebene ſie auch nach einer ihrer Kanten 
berübten und durch ihren Mittelpunkt gehen. Die Mittelpunkte der drey Kegelflachen 
liegen demnach in der tangirenden Ebene; aber ſie liegen auch in der Ebene, welche 
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durch die Mittelpunkte der drey Kugeln geht, und welche die drey Axen enthaͤlt: ſie find 
daher in gerader Linie. Es folgt hieraus, daß wenn man die Projektionen jener Mit— 
telpunkte konſtruirt, wie wir es in der vorhergehenden Aufgabe angegeben haben, ſo kann 
man durch dieſe Projektionen jene einer geraden Linie fuͤhren, welche in der tangirenden 
Ebene enthalten iſt. Die Aufgabe kommt alſo dahin zuruͤck, durch eine gegebene Gerade 
eine tangirende Ebene zu einer beliebigen von den drey Kugeln zu fuͤhren, was mittelſt 
der vorſtehenden Methoden ausgeführt wird, und dieſe Ebene iſt ſodann tangirend zu 
den zwey uͤbrigen. | 

173. Da man ſtets zu irgend zwey Kugeln, zwey Kegelflaͤchen denken kann, wel; 
che jene beyden umhuͤllen und berühren, und von denen die erſte ihren Mittelpunkt außer: 
halb der Mittelpunkte der Kugeln hat; und die zweyte den ihrigen zwiſchen denſelben, 
fo iſt es einleuchtend, daß es in der vorſtehenden Aufgabe ſechs Kegelflächen gäbe, deren 
drey von Außen um die Kugeln, zu zwey und zwey genommen, umſchrieben ſind, und 
von denen die drey uͤbrigen ihre Mittelpunkte zwiſchen den Kugeln haben. Bezeichnen 
wir die Mittelpunkte der drey erſten Kegelflaͤchen mit C, C', C“, und die Mittelpunkte 
der letzteren mit e, c', c“. Von dieſen ſechs Kegeln haben die drey, welche von einer 
nemlichen Ebene beruͤhrt ſind, ihre Mittelpunkte in einer nemlichen Geraden, und dieſe 
Gerade iſt (Art. 172.) der Durchſchnitt der tangirenden Ebene zu den drey Kugeln 
und der Ebene, welche durch die drey Mittelpunkte derſelben geht. Die ſechs Mittel— 
punkte C, C', C“, c, c', c“ find überdies auf vier Geraden vertheilt. In der That muͤſ— 
ſen unter den Verbindungen jener ſechs Mittelpunkte, zu drey und drey, ausgeſchloſſen 
werden; 1tens jene, in welchen ſich C und c, oder C' und c', oder C“ und c“ vorfin⸗ 
det, weil eine und dieſelbe Ebene nicht zu gleicher Zeit die zwey Kegelflaͤchen beruͤhren 
kann, welche um zwey Kugeln von Innen und von Außen umſchrieben ſind; 2tens jene, 
in welchen einer der drey Mittelpunkte o, c', c“ mit zweyen von den drey Mittelpunk— 
ten C, C', C“ verbunden vorkommt; weil eine Ebene, welche je zwey von den drey 
aͤußeren Kegeln beruͤhrt, nothwendig auch den dritten beruͤhrt; endlich die Verbindung 
ccc“, weil die Ebene, welche zwey innere Kegel berührt, nothwendig einen aͤußeren 
berührt. Die Verbindungen der Mittelpunkte zu drey und drey, reduziren ſich demnach 
auf folgende vier: | 


’ 


8 e eee Cc“ - cc 5 


fie beſtimmen vier Gerade, und durch jede derſelben kann man zwey tangirende Ebenen 
zu irgend einer der drey Kugeln führen. Es giebt daher acht verſchiedene Ebenen, wel— 
che der Aufgabe Genuͤge thun; zwey von ihnen beruͤhren die drey Kugeln von einer 
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Seite; die ſechs ubrigen find. fo gelegen, daß fie zwey Kugeln von einer, und die dritte 
von der entgegengeſetzten Seite beruͤhren. | 


* * 
* 


174 Dieſe Betrachtungen führen uns auf folgenden Satz: 


„Es ſind drey beliebige Kreiſe, nach Größe und Stellung, in einer Ebene gegeben. (Taf. XIV. 
„Fig. 2.), wenn man, indem man fie zu zwey und zwey betrachtet, zu ihnen die äußeren Zangen» 
„ten zieht, und dieſe verlängert, bis fie ſich ſchneiden, fo liegen die drey, auf dieſe Art SR 
„Durchſchnittspunkte D, E, F, in gerader Linie.“ 


Denn wenn man ſich die drey Kugeln denkt, von welchen dieſe Kreiſe größte Kreiſe find, und 
eine Ebene, welche ſie alle drey von außen berührt, ſo berührt dieſe Ebene auch die drey, um die 
Kugeln zu zwey und zwey umſchriebenen Kegelflaͤchen, und geht durch ihre drey Mittelpunkte D, E, F. 
Aber dieſe drey Punkte D, E, F, liegen auch in der Ebene der Mittelpunkte der drey Kugeln; ſie 
liegen daher in zwey verſchiedenen Ebenen, und folglich in gerader Linie. 

„Wenn man zu denſelben Kreiſen, zu zwey und zwey genommen, die innen, ſich durchkreu⸗ 
„zenden Tangenten zieht, ſo ſind die drey neuen Durchſchnittspunkte G, H, I, zu zwey und zwey 
»in gerader Linie mit einem der drey erſten, fo daß die ſechs Punkte D, E, F, G, , I, die 
»Durchſchnitte von vier Geraden ſind.“ 

175. Endlich iſt dieſer Satz nur ein N Fall des 1 8 welcher in drey Dimenſio⸗ 
nen ſtatt hat. 

„Es ſind vier beliebige Kugeln nach Größe und Stellung im Hume gegeben, wenn man fi 
»die ſechs Kegelflächen denkt, welche von Außen um dieſe Kugeln, zu zwey und zwey genommen, 
„umfchrieben find, fo liegen die Mittelpunkte dieſer ſechs Kegel in einer und derſelben Ebene und 
„in den Durchſchnitten von vier Geraden; und wenn man ſich die ſechs andern, von Innen um. 
uſchriebenen Kegelflächen denkt, das heißt jene, welche ihre Mittelpunkte zwiſchen denen von zwey 
„Kugeln haben, fo find die Mittelpunkte dieſer ſechs neuen Kegel zu drey und drey in einer Ebene 
„mit drey von den erſten.“ f 


Vierte Aufgabe. 


Man ſoll durch einen willkuͤhrlich im Raume genommenen Punkt eine tangis 
rende Ebene zu einer gegebenen Cylinderflaͤche führen? 


176. Aufloͤſung Es ſey EI FK (Taf XV. Fig. 1.) die auf der Horizon: 
talebene gegebene Grundlinie der Cylinderflaͤche; (A B, a 5) ſey eine Parallele zu der 
geraden Erzeugungslinie derſelben, und (C, c) ſey der Punkt, durch den die tangirende 
Ebene gehen ſoll. 
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= Da die Berührung der verlangten Ebene und der Cylinderflaͤche laͤngs einer gera— 
den Erzeugungslinie dieſer Letzteren ſtatt findet, fo muß eine durch (C, c) geführte Par 
rallele zu der Geraden (A B, à 5) nothwendig ganz in der tangirenden Ebene liegen. 
Wenn man daher die Projektionen CD, c d diefer Parallelen konſtruirt, und den Be: 
gegnungspunkt derſelben mit einer der Projektionsebenen, zum Beyſpiel den Punkt (D, 4) 
beſtimmt, fo wird dieſer Punkt dem Riſſe der tangirenden Ebene auf derſelben Projek— 
tionsebene angehören. Nun aber muß jeder Riß der tangirenden Ebene berührend zw 
dem entſprechenden Riſſe der Cylinderflaͤche ſeyn; man hat daher nur durch D alle zu 
der Kurve EI FK moͤglichen, Tangenten D E, D F zu ziehen, um die Horizontalriſſe 
aller tangirenden Ebenen zu erhalten, die durch den gegebenen Punkt zu der Cylinder⸗ 
flaͤche geführt werden koͤnnen. Indem man die Beruͤhrungspunkte E, F der gefundenen 
Riſſe auf die Projektionsaxe nach e und / projeftirt, ſodann durch (E, e), (F, /) zu 
der (A B, 4 6) die Parallelen (E G, eg), (F H, fh) zieht, hat man die geraden Erz 
zeugungslinien, nach welchen die verſchiedenen tangirenden Ebenen die Cylinderflaͤche be⸗ 
rühren. 

Zur Vervollſtaͤndigung der Zeichnung beſtimme man noch die Riſſe der gefundenen 
tangirenden Ebenen auf der Vertikalebene, und in beyden Projektionen die geraden Ber 
graͤnzungslinien der Cylinderflaͤche wie bey der Aufgabe 1. Kap. II. 


Fünfte Aufgabe. 


Man ſoll parallel zu einer bekannten Geraden eine tangirende Ebene zu einer 
gegebenen Cylinderflaͤche führen? 


177. Aufloͤſung. Die Grundlinie der Cylinderflaͤche ſey die auf der Horizon⸗ 
talebene gegebene Kurve C D E (Taf. XV. Fig. 2.) (E F, e /) ſey eine ihrer ger 
raden Erzeugungslinien; und (A B, a 5) ſey die gegebene Gerade, zu welcher die tanz 
girende Ebene parallel ſeyn ſoll. | 

Durch einen beliebigen Punkt (L, 7) der gegebenen Geraden (A B, a b) führe 
man eine Parallele (L M, 7 m) zu der Erzeugungslinie des Cylinders, und man kon⸗ 
ſtruire die Riſſe A M, 5 7 einer durch dieſe beyden Geraden geführten Ebene. 

Man wird leicht einſehen, daß die verlangte tangirende Ebene parallel zu dieſer 
letztgenannten Ebene ſeyn müffe, und ihre Riſſe daher wechſelsweiſe parallel zu A M 
und 5 7; denn jene Ebene ſoll einmal parallel ſeyn, zu der gegebenen Geraden, und da ſie: 
auch eine gerade Erzeugungslinie des Cylinder enthalten muß, fo kann ſie nur parallel zu ver 
durch (A B, à 0) und parallel zu der Erzeugungslinie des Cylinders geführten. Ebenen ſeyn. 

g 14 5 | 
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Ueberdies muͤſſen die zu A M und 5 7’ parallelen Riſſe der geſuchten Ebene, die reſpek⸗ 
tiven Riſſe der Cylinderflaͤche berühren; wenn man daher zu der Kurve C D E und 
parallel zu A B alle möglichen Tangenten G C, H D. ... 2, zieht, ſo hat man eben 
fo viele Horizontalriſſe tangirender Ebenen zu dem Cylinder, die ſaͤmmtlich parallel zu 
der Geraden (A B, a 5) find. Der noch übrige Theil der Aufloͤſung iſt ganz derſelbe 
wie bey der vorhergehenden Aufgabe und er bedarf daher keiner weiteren Erklärungen, 


Sechste Aufgabe 


Durch einen außerhalb einer Begelflaͤche genommenen Punkt, ſoll eine tangi⸗ 
rende Ebene zu dieſer Flaͤche geführt werden? 


— 


178. Aufloͤſung. E GF H (Taf. XVI. Fig. 1.) ſey die auf der Horizontal⸗ 
ebene gegebene Grundlinie der Kegelfluͤche; (A, a) ihr Mittelpunkt und (C, c) der 
Punkt, durch den die tangirende Ebene gehen ſoll. 

Da alle tangirenden Ebenen einer Kegelflaͤche durch den Mittelpunkt der Fläche ge 
hen, fo verbinde man dieſen Mittelpunkt CA, a) und den gegebenen Punkt (C, c) 
durch eine Gerade (A C, à c). Dieſe Gerade, welche demzufolge ganz der geſuchten 
Ebene angehoͤrt, trifft die horizontale Projektionsebene, auf welcher die Grundlinie des 
Kegels gegeben iſt in einem Punkt (D, 4), und dieſer iſt ſonach ein Punkt des Hori— 
zontalriſſes derſelben Ebene. Wenn man daher durch den Punkt D ſo viele Tangenten 
D E, D F... an den Riß E G F H zieht, als deren zulaͤßig zſind, fo erhält man da⸗ 
durch die Horizontalriſſe aller tangirenden Ebenen, welche der Aufgabe Genuͤge leiſten 
können. Dieſe Riſſe treffen die Projektionsaxe in L und H, und da die Gerade (A C, 4c) 
die Vertikalebene in CD’, 40) trifft, fo 5 die Geraden L 4, H d, die Vertikalriſſe ver; 
ſelben tangirenden Ebene. 

Indem man die Beruͤhrungspunkte E, F der Baſis des Kegels mit den Riſſen 
der tangirenden Ebenen auf die Projektionsaxe nach e, / projektirt, und die Geraden 
(E A, e 4), (F A, F a) zieht, wodurch man die Beruͤhrungslinien der Kegelflaͤche mit 
den tangirenden Ebenen bekommt, ſo findet man durch die Begegnungspunkte „ F die- 
fer Geraden mit der vertikalen Projektionsebene; ebenfalls zwey Punkte der Riſſe L 4, 
H d, und zugleich ein Pruͤfungsmittel für die Genauigkeit der Koſtruktion. 

Wie bey der analogen Aufgabe über die tangirenden Ebenen zu dem Cylinder be 
ſtimme man auch hier auf beyden Projeftionsebenen, die Projektionen der aͤußerſten Erzeu⸗ 
Jungslinien nach dem Verfahren des Art. 83. Kap. II. um die Zeichnung zu vollenden. 
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Man 05 parallel zu einer bekannten Geraden eine tangirende Ebene zu einer 
gegebenen Kegelflaͤche führen ?. 


179. Auflöfung, Man führe durch den Mittelpunkt der Kegelflaͤche eine War: 
rallele zu der gegebenen Geraden. Durch einen beliebig genommenen Punkt dieſer Pa— 
rallelen, zum Beyſpiel, durch den Punkt, in welchem fie die Horizontalebene durchſchnei⸗ 
det, fuͤhre man, nach der vorhergehenden Aufgabe, eine tangirende Ebene zu der Kegel- 
flaͤche. In der, auf dieſe Weiſe gefundenen tangirenden Ebene wird die Parallele zu 
der gegebenen Geraden ganz enthalten ſeyn, und dieſe Ebene iſt daher die verlangte. 

Wenn man durch den Punkt, in welchem die Parallele die Horizontalebene trifft, 
mehrere tangirende Ebenen zu der Kegelflaͤche fuͤhren kann, ſo entſprechen dieſe 1 
den eee der Aufgabe. 

Wir uͤberlaſſen dem Leſer die Ausfuͤhrung der angegebenen . die nach 
dem vorhergehenden durchaus keine Schwierigkeit darbieten. 


Achte Aufgabe: 


Durch eine gegebene Gerade ſoll eine tangirende Ebene zu einer gegebenem 
Umdrehungsflaͤche gefuͤhrt werden? g 
Er ſte Au fl ö fung (Taf. XVII) 

180. Wir nehmen die horizontale Projektionsebene ſenkrecht! auf die Drehung 
axe an, wodurch unbeſchadet der Allgemeinheit der Aufloͤſung die Konſtruktionen verein 
facht werden. Es ſey demnach L M (Taf. XVII.) der Durchſchnitt der Projektions— 
ebene; (A, a a’) die Axe der Umdrehungsflaͤche. 1 7 0..., ſey die Vertikalprojektion des 
Erzeugungsmeridians, deſſen Ebene L A M' parallel zur vertikalen Projektionsebene iſt; 
EB. C, b c) ſey die gegebene Gerade. Aus dem Punkt A ſey auf B C die Senkrechte 
AD gefällt, welches die Horizontalprojektion der kuͤrzeſten Entfernung der Axe und der 
gegebenen Geraden iſt, und der Punkt D ſey nach d auf die Gerade b projektirt. 

Dieſes feſtgeſetzt, ſtellen wir uns vor, die tangirende Ebene ſey gefuͤhrt; und nehmen 
wir an, die gegebe Gerade drehe ſich um die Axe (A, a a’), ohne weder ihre Entfer- 
nung von dieſer Axe, nach ihrer Neigung gegen die Horizontalebene zu verandern, und 
ſie zoͤge die tangirende Ebene mit ſich, fo daß dieſe immer die Flache berühre. Es iſt⸗ 
einleuchtend, daß vermoͤge dieſer Bewegung der Beruͤhrungspunkt der Fläche und der 
Ebene die Stellung verändern. werde; aber da die tangirende Ebene ſtets die gleiche: 

1. 
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Neigung beybehaͤlt, ſo veraͤndert der Berührungspunft feine Höhe auf der Flaͤche nicht, 
und er wird ſich in dem Umfange eines Parallelkreiſes der Flaͤche bewegen. Ueberdies 
wird die gegebene Gerade durch ihre Bewegung um die Axe ein Umdrehungshyperboloid 
von einem Netze erzeugen, zu welchen die tangirende Ebene in allen ihren Stellungen 
tangirend iſt, weil ſie immer durch eine Erzeugungslinie der Flaͤche geht. (Art. 136.) 

Denken wir uns nun durch den Beruͤhrungspunkt der tangirende Ebene mit der 
erften Flaͤche eine Meridianebene geführt, fo wird dieſe Ebene, welche ſenkrecht auf die 
tangirende Ebene ſeyn muß, (Art. 89.) die gerade Erzeugungslinie des Hyperboloids 
in einem Punkt durchſchneiden, welcher der Beruͤhrungspunkt dieſer Flache mit derſelben 
tangirenden Ebene iſt. a 

181. Da die Aufgabe mittelft der zweyten Umdrehungsflaͤche geloͤßt werden foll, 
ſo iſt es vorerſt erfoderlich, den Schnitt dieſes Hyperboloids durch die zur vertikalen 
Projektionsebene parallele Meridianebene L. A M’ zu konſtruiren. 

Es ſey auf der gegebenen Geraden irgend ein Punkt (E, e) genommen: ſuchen 
wir den Punkt, in welchem derſelbe, in ſeiner Bewegung, auf die Ebene des Schnittes 
trifft. Der Punkt (E, e) wird ſich in dem Umfange eines horizontalen Kreiſes bewe— 
gen, deſſen Mittelpunkt auf der Axe (A, aa‘) liegt, und deſſen Horizontalprojektion 
man erhält, indem man aus dem Punkt A als Mittelpunkt und mit dem Halbmeſſer 
A E einen Kreisbogen E F E beſchreibt, welcher von der Geraden L. M' in zwey Punk 
ten wie F geſchnitten wird. Die Vertikalprojektion deſſelben Bogens ergiebt ſich, wenn 
man durch den Punkt e die unbeſtimmte Horizontale e zieht. 

Da nun die Begegnungspunkte des Bogens (E F E, e f) mit der Ebene des 
Schnittes horizontal in F., projektirt ſind, fo beſtimme man ihre Projektionen f,. auf der 
Vertitalebene, und man hat die Projektionen eben fo vieler Punkte des Schnittes. Wie⸗ 
derholt man dieſes Verfahren bey einer beliebigen Anzahl anderer Punkte der gegebenen 
Geraden, fo erhält man eben fo viele Punkte 7, g, p, M. .. . c., durch welche man die 
zwey Zweige f p g, F p g gehen laͤßt, und man hat die Beritaerjetion des geſuchten 
Meridianſchnittes. 

182. Nachdem dieſes 9 en 1 8 wir an, daß die gegebene Gerade und 
die tangirende Ebene durch ihre gleichzeitige Rotation um die Axe in eine ſolche Stel: a 
lung gekommen ſeyen, worinn die tangirende Ebene ſenkrecht auf die vertikale Projek⸗ 
tionsebene waͤre. In dieſer Stellung wird ihre Projektion auf derſelben Ebene eine ge— 
rade Linie ſeyn, und dieſe Gerade wird zu gleicher Zeit Tangente ſeyn, zu den zwey 
krummen Linien f g p, iko, Wenn man daher zu dieſen zwey Krummen die gemein⸗ 
ſchaftlichen Tangenten pi, M & zieht, fo hat man die Projektionen aller tangirenden Ebe⸗ 
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nen, welche der Aufgabe Genuͤge thun, und zwar in der Stellung betrachtet, wenn ſie 
durch die Rotation nacheinander ſenkrecht auf die Vertikalebene geworden ſind. Die Be— 
ruͤhrungspunkte 7, 4 dieſer Tangenten mit der Erzeugungslinie der erften Fläche beſtim— 
men die Hoͤhen der Beruͤhrungspunkte dieſer Flaͤche mit allen tangirenden Ebenen. Wenn 
man folglich durch dieſe Punkte die unbeſtimmten Horizontalen ii, K A zieht, fo enthal⸗ 
ten dieſe die Vertikalprojektionen der Beruͤhrungspunkte der Flache mit den Ebenen; und 
wenn man aus A als Mittelpunkt Kreisboͤgen R K, 12 von Durchmeſſern gleich * 
und 4 4 beſchreibt, ſo werden dieſe Bögen die Horizontalprojektionen derſelben Punkte 
enthalten. 

Auf gleiche Weiſe geben die Beruͤhrungspunkte n, p die Höhen und reſpektiven 
Durchmeſſer der Parallelkreiſe des Umdrehungshyperboloids an, in welchen die Beruͤhrungs— 
punkte dieſer letzten Flaͤche mit den geſuchten tangirenden Ebenen enthalten ſeyn muͤſſen. 
Dieſe Parallelkreiſe haben als Vertikalprojektionen die Horizontalen p A,.n j, und man 
erhält ihre Horizontalprojektionen, wenn man die Punkte u, p auf die L. M' nach N, P 
projektirt, und aus A als Mittelpunkt und mit den Halbmeſſern A P, A N nacheinan— 
der die Kreisboͤgen P H, N] zieht. 

Aber die Beruͤhrungspunkte des Hyperboloids und der geſuchten Ebenen liegen nicht 
nur auf den eben beſchriebenen Parallelkreiſen; fie muͤſſen auch auf der gegebenen Ger - 
raden liegen, und ſie ſind daher beſtimmt, durch das Zuſammentreffen der Geraden 
(B C, 5 c) und der Kreisboͤgen (P H, A), (N J, n)) in den Punkten CH, 7), 
(J, )). 

Die Meridianebenen, welche durch dieſe Beruͤhrungspunkte, CH, A), (J, 7) des 
Hyperboloids und der geſuchten tangirenden Ebenen gehen, haben als Horizontalprojek— 
tionen die Geraden A H, AJ, und die Stellung dieſer letzten Ebenen iſt durch die zwey 
Bedingungen beſtimmt, durch die gegebene Gerade (B C, 5 c) zu gehen, und ſenkrecht 
auf die Meridianebenen A H, A] zu ſeyn. 

Nun aber liegen die Beruͤhrungspunkte der gegebenen Umdrehungsflaͤche und der 
geſuchten tangirenden Ebenen in den Meridianebenen A H, A J, welche durch die entſpre— 
chenden Berührungspunkte mit dem Hyperboloid geführt find, und da fie auch auf den 
Parallelkreiſen liegen, deren Horizontalprojektionen die Boͤgen Q J, R K ſind, ſo ſind die 
Punkte Q, R; in welchen dieſe letzten Bögen von den Geraden A H, A ] geſchnitten 
werden, die Horizontalprojektionen der Beruͤhrungspunkte der gegebenen Umdrehunggflaͤche 
und der geſuchten, durch die Gerade (B C, 5 c) gehenden tangirenden Ebenen. Die 
Vertikalprojektionen derſelben Punkte ergeben ſch, wenn man die Punkte Q, R auf die 
entſprechenden Horizontalen A A, ii nach 9 und r projektirt. 
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Dieſe Methode kann leicht verallgemeinert und auf Flaͤchen angewendet werden, die 
durch krumme Linien erzeugt ſind, von beſtaͤndiger Geſtalt und von veraͤnderlicher Stel⸗ 
lung im Raume. i 

183. Zufaß zu vorſtehender Aufloͤſung. ) 

Wir haben angenommen, daß jede der beyden Tangenten p 1, n durch ihre Be⸗ 
ruͤhrungspunkte auf den Meridianſchnitten der gegebenen Umdrehungsflaͤche und des Um; 
drehungshyperboloids beſtimmt waͤre. In der Praxis der Zeichnungskunſt zieht man 
dieſe Tangenten, indem man ein Lineal tangirend an die beyden gegeben Kurven anlegt. 

Die erſte ſo gezogene Tangente trifft die Are der beyden Umdrehungsflaͤchen in dem 
Punkt v. (er liegt in unferer Figur nicht mehr innerhalb der Zeichnung). Betrachtet 
man dieſen Punkt als den Scheitel eines geraden Kegels, welcher durch die, um die 
Axe (A, a a’) ſich drehende Gerade p i erzeugt wird, fo iſt die tangirende Ebene zu 
dieſem Kegel, welche durch die gegebene Gerade geführt iſt, die geſuchte Ebene *). Run 
aber hat dieſer Kegel als Baſis auf der Horizontalebene den Kreis W H’, welcher aus 
dem Mittelpunkt A beſchrieben iſt, und mit einem Halbmeſſer A W, gleich der Entfer⸗ 
nung des Mittelpunktes von dem Punkte W, in welchem die Tangente (A W, o! p) 
der Horizontalebene trifft. Daher hat die verlangte tangirende Ebene als Horizontalriß 
die Tangente B I' zu dem Umkreiſe W H! ***), Die zweyte verlangte tangirende 
Ebene hat als Horizontalriß die Tangente B zu dem Umkreiſe V, welcher aus A 
als Mittelpunkt beſchrieben iſt, und mit einem Halbmeſſer A V, gleich dem Abſtande 
des Mittelpunktes A von dem Durchſchnittspunkt (V, 5), der Tangente (n A y, AN ) 
und der Horizontalebene. Die Ebenen, welche durch die gegebene Gerade tangirend zu 
den zwey geraden Kegeln geführt find, berühren dieſe nach den Geraden, welche als Ho⸗ 
rizontalprojektionen A H', A J haben. Dieſe Geraden A H', & J find auch die Riſſe 


*) Man ſehe Hachette, Traitè de geometrie descriptive. Livre II. Probl: 6. a 

**) Daß man durch dieſe Gerade (B C, be) eine tangirende Ebene zu dem Kegel führen 
könne, iſt leicht einzuſehen, denn die Gerade (B G, ö berührt den Kegel offenbar in 
dem Punkte (H, *) des durch (y, P) gehenden Parallelkreiſes, welcher dem Hyperboloid 
und dem geraden Kegel gemeinſchaftlich ift, 


) Durch den Punkt (B, 5), in welchem die gegebene Gerade die Horizontalebene trifft, kann 
man zwey Tangenten zu dem Kreiſe W Er’ ziehen; die zweyte Tangente aber wäre der 
Riß einer tangirenden Ebene zu der vorgelegten Flaͤche, welche durch die gerade Erzeugungs⸗ 
linie des Hyperdelelds gienge, deren Horizontalprojektion die Tangente C D' zu dem Kreiſe 
DGD wäre 


bu 
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von vertikalen Meridianebenen, welche die Beruͤhrungspunkte der gegebenen Flaͤche und der 
verlangten Ebenen enthalten. Sind dieſe Meridianebenen bekannt, ſo konſtruire man die 
Punkte (J, 7), (H, A), wo fie die gegebene Gerade (B C, 5 c) ſchneiden, und ziehe 
ſodann die Horizontalen 1 u, hp, fo treffen dieſe die Tangenten ip, & n in den Punk— 
ten n und 5 des hyperboliſchen Zweiges / g n. 

Die tangirenden Ebenen zu der vorgelegten Flaͤche, deren Hortontaltiſe BH BT 
bekannt find, berühren dieſe Fläche in den Punkten CK, 4), (Q,g), welche man be 
ſtimmt, wenn man durch die Punkte CH’, A), (J, 7) die Tangenten zu den Meri⸗ 
dianſchnitten der Ebenen H' A, J A zieht. 

Es zu bemerken, daß, nachdem man die Punkte H', O“ auf die Gerade L M 10 
„% o projektirt hat, die vier Punkte 7, A, J, v auf der nemlichen geraden Linie liegen 
muͤſſen. Es verhält ſich eben fo mit den vier Punkten y, r, 7, 7, die auf der nemli— 
chen Geraden y x liegen muͤſſen. 5 

Dieſe Auflöfung, obgleich weniger ſcharf als die Vorhergehende, iſt jedoch in der Praxis 
der geometriſchen Zeichnung ganz anwendbar. 

184. Wir haben als Horizontalriſſe der tangirenden Ebenen an den Punkten 
(Q, 90, (R, 7) der Umdrehungsflaͤche die Geraden B J, B H' gefunden; ihre Riſſe 
auf der, zur Vertikalebene parallelen Meridianebene I. M' gehen durch ſchon konſtruirte 
Punkte. In der That ſchneidet dieſe Meridianebene die gegebene Gerade in dem Punkt 
„ die Tangente zu dem Meridianſchnitt, welcher durch den Beruͤhrungspunkt 
(Q, 4 geht, trifft die Umdrehungsaxe in dem Punkt (oe, A), welcher in der Meridian— 
ebene L' M' liegt, daher iſt die Gerade o s auf dieſer Ebene der Riß der tangirenden 
Ebene am Punkt (2, 9) der gegebenen Flache. Dieſe verlängerte Gerade v s geht durch 
den Punkt w, der Vertikalprojektion des Punkts W, in welchen die Meridianebene 
L“ M' den Horizontalriß B H' der tangirenden Ebene ſchneidet. Von dieſen drey Punks 
ten „, s, w find zwey hinreichend, um den Riß der erſten tangirenden Ebene auf der 
Meridianebene L. M' zu beſtimmen. Was den Riß s & der zweyten tangirenden 
Ebene an dem Punkt (R, 7) der Umdrehungsflaͤche betrifft, fo it dieſer ebenfalls durch 
die Projektionen s, x, ' dreyer Punkte beſtimmt, von denen der Erſte auf der gegebenen 
Geraden liegt, der Zweyte in dem Durchſchnitt der Umdrehungsaxe und der Tangente 
zu dem Meridianſchnitt am Beruͤhrungspunkt (R, 7), und der Dritte, in dem Zuſam⸗ 
mentreffen der Horizontalriſſe B J“, L. M' der tangirenden Ebenen und der Meridian— 
ebene L A M'. i 

In Bezug auf das gewaͤhlte Beyſpiel einer ringfoͤrmigen Umdrehungsflaͤche, 
muͤſſen wir ſchließlich noch bemerken 1 daß die beyden tangirenden Ebenen, deren Riſſe 
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und Berührungspunkte wir beſtimmt haben, nicht die Einzigen find, die den Bedingun⸗ 
gen der Aufgabe genügen; denn da der Meridianſchnitt dieſer Fläche aus zwey abgeſon⸗ 
derten Zweigen beſteht, fo laſſen ſich zu den beyden Kurven fp g., iko.., außer den 
Geraden 5 f, n k noch zwey andere gemeinſame Tangenten ziehen, welche zwey, auf ent⸗ 
gegengeſetzten Seiten der Umdrehungsaxe liegende Zweige jener Kurven beruͤhrten. Dieſe 
letzten Tangenten würden die Stellungen zweyer anderer, durch (B C, 5 c) gehender 
Ebenen beſtimmen, welche die ringfoͤrmige Umdrehungsflaͤche in zwey Punkten ihrer Kehle 
berührten, und welche deßhalb zugleich auch durchſchneidend zu der Flaͤche waͤren. 


Z3weyte Auflöfung (af. XVIII.) 


185. Die Betrachtungen, auf welche ſich die zweyte Aufloͤſung der erſten Aufgabe 
d. Kap. gründet, laſſen ſich allgemein auf die Aufgabe anwenden: durch eine gegebene 
Gerade eine tangirende Ebene zu irgend einer krummen Flaͤche zu fuͤhren. Denn wenn 
man annimmt, die tangirende Ebene ſey geführt, fo wird man leicht einſehen, daß dieſe 
Ebene auch alle Kegelflaͤchen beruͤhren muͤſſe, welche um die krumme Flaͤche umſchrieben 
ſind, und welche ihre Scheitel auf der gegebenen Geraden haben. Es folgt aber hier— 
aus, daß die Beruͤhrungslinien der krummen Fläche und der umſchriebenen Kegelflächen 
ſaͤmmtlich durch den Beruͤhrungspunkt der Flaͤche und der tangirenden Ebene gehen muͤſ⸗ 
ſen, und daß man daher, um jenen Punkt zu finden nur noͤthig habe, die Beruͤhrungslinien 
der Flaͤche und zweyer Kegel zu konſtruiren, welche um die Flaͤche umſchrieben ſind, 
und welche ihre Scheitel auf der gegebenen Geraden haben. Die Punkte, in denen ſich 
jene Linien ſelbſt begegnen, ſind die Beruͤhrungspunkte aller tangirenden Ebenen, welche 
durch die gegebene Gerade zu der vorgelegten krummen Flaͤche gefuͤhrt werden koͤnnen. 

186. Um dieſe letzte Aufgabe in dem Falle zu loͤſen, wenn die vorgelegte Flaͤche 
eine Umdrehungsflaͤche iſt, erinnern wir uns, daß die Umdrehungsflaͤchen die Umhuͤllun⸗ 
gen des Raumes ſind, den ein gerader Kegel oder eine Kugel, beyde von veraͤnderlicher 
Geſtalt und Stellung, oder ein Cylinder, nur von veraͤnderlicher Stellung durchlaͤuft. 
(Art. 110.) Betrachten wir zuerſt den geraden Kegel, welcher als Axe die Umdrehungsaxe 
hat, und deſſen Erzeugungslinie eine Tangente zu dem Meridian der Flaͤche iſt. Die Charak⸗ 
teriſtik der Umhuͤllung dieſes beweglichen Kegels iſt ein Kreis, und jede tangirende Ebene zu 
dem Kegel iſt auch tangirend zu der Umdrehungsflaͤche; wenn man daher durch einen außer⸗ 
halb der Fläche gegebenen Punkt A eine tangirende Ebene zu dem geraden Kegel fuhrt, 
ſo berührt dieſe die Flaͤche in dem Punkt, in welchem die Berührungskante, die dieſem Ke⸗ 
gel entſprechende Charakteriſtik durchſchneidet, und die Gerade, welche durch den Berührungs⸗ 
punkt und durch den Punkt A geht, iſt offenbar eine Erzeugungslinie des zu der Umdrehungs⸗ 
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flaͤche umſchriebenen Kegels, deſſen Scheitel in A iſt. Auf dieſelbe Art kann man jede 
beliebige Zahl Erzeugungslinien dieſes letzten Kegels beſtimmen; die Punkte, in denen ſie die 
Umdrehungsflaͤche berühren, gehören der Beruͤhrungslinie dieſer Fläche mit der ihr umſchrie— 
benen Kegelflaͤche an, deren Scheitel in A if, Wenn man daher auf der gegebenen Gera— 
den zwey Punkte nimmt, und die Kegelflaͤchen konſtruirt, welche dieſe Punkte als Scheitel 
haben, und welche um die Umdrehungsflaͤche umſchrieben find, fo beſtimmen die Durchſchnit—⸗ 
te der Beruͤhrungslinien der Kegel und der Umdrehungsflaͤche die Punkte, durch welche die 
verlangten tangirenden Ebenen gehen muͤſſen. 

Die Kugel, welche die Umdrehungsflaͤche nach einer kreisfoͤrmigen Charakteriſtik beruͤhrt, 
leitet zu dem nemlichen Reſultat. Denn der Punkt auf der gegebenen Geraden, kann als 
Scheitel eines Kegels betrachtet werden, welcher die Kugel nach einem kleinen Kreiſe beruͤhrt. 
Dieſer kleine Kreis und jener, nach welchem die Kugel die Umdrehungsflaͤche beruͤhrt, 
ſchneiden ſich im Allgemeinen in zwey Punkten. Wenn man durch dieſe Punkte tangirende 
Ebenen zu der Kugel fuͤhrt, ſo ſind dieſe Ebenen auch zu der Umdrehungsflaͤche tangirend; 
da ſie aber durch den auf der gegebenen Geraden genommenen Punkt gehen, ſo beruͤhren ſie 
die Umdrehungsflaͤche in Punkten, welche der Beruͤhrungslinie dieſer Fläche mit der um⸗ 
ſchriebenen Kegelflaͤche AngEpBscH, deren Mittelpunkt auf der gegebenen Geraden genom⸗ 
men iſt. 


Da die Umdrehungsflaͤche die Umhuͤllung des Raumes ir, den ein Cylinder von 
dhertänbekticher Geſtalt durchlaͤuft, deſſen Grundlinie ein Meridianſchnitt und deſſen 
Erzeugungslinien ſenkrecht auf die Ebene dieſes Schnittes iſt, ſo kann man ebenfalls durch 
einen gegebenen Punkt außerhalb der Umdrehungsflaͤche tangirende Ebenen zu dieſem Cylin⸗ 
der fuͤhren, und die Beruͤhrungskanten beſtimmen: dieſe Kanten treffen den Meridian in 
Punkten, welche der Beruͤhrungslinie der Umdrehungsflaͤche und der ET angehoͤ⸗ 
ren, deren Mittelpunkt außerhalb der erſten Flaͤche gegeben wurde. 

187. Es ſey nun (A, 4 a) (Taf. XVIII.) die vertikalſtehende Axe der Umdre⸗ 
hungsflaͤche; in einer zur vertikalen Projektionsebene parallele Meridianebene A G ſey 
die Ellipſe @ c 0’ deren große Are mit der Vertikalprojektion a 4 der Umdrehungsaxe 
zuſammenfäͤllt, als Erzeugungsmeridian der Flache gegeben; und (B C, 5 c) ſey die 
gegebene Gerade, auf welcher ein Punkt (E, e) genommen ſey, um als e eines 
um die Umdrehungsflaͤche umſchriebenen Kegels zu dienen. 

Nachdem man die Umdrehungsflaͤche durch eine Ebene dd’ ſenkrecht auf die Axe 
geſchnitten hat, ziehe man an dem Durchſchnittspunkt (D', d!) des Meridians = oa G 
mit der Horizontalebene dd’ die Tangente (D' A, d' s) zu dieſem Meridian 

15 


114 Zweytes Buch. Fuͤnftes Kapitel. 


Dieſe Tangente ſchneidet die Axe (A, a4 in einem Punkt (A, s) z man nehme 
dieſen Punkt als Scheitel eines geraden Kegels, welcher die Flaͤche nach dem Kreiſe vom 
Durchmeſſer dd’ berührt, und jede tangirende Ebene zu dieſem Kegel wird auch beruͤh⸗ 
rend zu der Umdrehungsflaͤche ſeyn. Um eine ſolche Ebene durch den Punkt (E, e) 
zu führen, verbinde man dieſen Punkt und den Scheitel (A, 2) des geraden Kegels 
durch die Gerade (A E, s e), welche Gerade die Horizontalebene 4 d' in einem Punkt 
(F, ) ſchneidet. Aus dem Punkt A als Mittelpunkt beſchreibe man mit einem Durch⸗ 
meſſer D D' gleich & d' einen Kreis D ID’, und ziehe aus dem Punkt F die Zangen: 
ten F J, F J an derſelben; die Merehrungep mute J, I dieſer Tangenten projektire man 
auf die Vertikalebene nach 7, 7, fo gehören die Punkte (J, 7), (J,) ) der Berüh⸗ 
rungslinie der gegebenen Umdrehungsflaͤche mit dem Kegel, deſſen Pe in dem Punkt 
(E, e) der gegebenen Geraden liegt. 

188. Man bemerkt hier, daß der Kreis vom Durchmeſſer d d' keine Punkte der 
geſuchten Beruͤhrungslinie mehr enthalten koͤnne, ſobald der Punkt (F. 7) innerhalb 
feines Umfanges fällt. Um aber nutzloſe Konſtruktionen zu vermeiden, iſt es nothwen- 
dig, die Graͤnze der Kreiſe zu ſuchen, welche Punkte der Beruͤhrungslinie enthalten. Zu 
dieſem Zwecke ziehe man aus dem Punkt (E, e) die Tangenten zu dem Meridian, 
deſſen Ebene durch dieſen Punkt geht. Die Parallelkreiſe der Umdrehungsflaͤche, welche 
durch die Beruͤhrungspunkte jener Tangenten gehen, find die Graͤnzen der Kreiſe, welche 
Punkte der geſuchten Beruͤhrungslinie enthalten. 

Laſſen wir die Meridianebene A E eine Drehung um die Axe, von einem Bogen aleih 
EG machen, um dieſe Ebene auf die Meridianebene A G zurüdlegen, wodurch der Punkt 
(E, e) die Stellung (6, g) auf der Horizontalen (A E, e g) nehmen wird. Durch den 
Punkt 3 ziehe man zwey Tangenten zu dem Meridian ao 4 0) und durch die Beruͤhrungs— 
punkte 7, “ führe man zwey Ebenen ſenkrecht auf die Axe (A, à a’); dieſe Ebenen ſchneiden 
die Umdrehungsflaͤche nach den begraͤnzenden Kreiſen der geſuchten Linie. Nimmt man die 
Abſtaͤnde der Punkte , “ von der Axe ea, welche Abſtaͤnde anf den Horizontalen A, 
1 gemeſſen werden, und trägt fie auf dem Meridian A E von A nach K und K, 
projektirt ſodann den Punkt K auf die Vertikalebene nach 4, und den Punkt K' nach 7, 
fo find (K, 4), (K, 4) die aͤußerſten Punkte der Berührungslinie der Umdrehungsflaͤche 
und des Kegels, welcher ſeinen Scheitel in den Punkt (E, e) der gegebenen Geraden 
hat. 

189. Um die vortheilhafteſte Reihenfolge der graphiſchen Operationen zu beobach⸗ 
ten, wird es gut ſeyn, von allen übrigen zuerſt die Punkte (M, m) und (M', m’) zu 
beſtimmen, welche auf dem größten Parallelkreis (O A’ G, o 0°) der Umdrehungsflaͤche 
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liegen. Nachdem man die Horizontalprojektion O A’ O dieſes Kreiſes konſtruirt, ber 
trachte man dieſelbe als Grundlinie eines vertikalen Cylinders, welcher die Umdrehungs⸗ 
flaͤche nach eben dieſem Kreiſe (A O O o 0 berührt. Die zwey tangirenden Ebenen 
zu dieſem Cylinder, deren Horizontalriſſe die Geraden E M, E M' find, berühren die 
Umdrehungsflaͤche offenbar in den zwey Punkten CM, m), (M', m’), und dieſe gehören 
daher der Beruͤhrungslinie des Kegels, deſſen Scheitel in (E, e) iſt und der Umdrehungs⸗ 
flaͤche an. 


Der Meridian (O O, a Oo) kann als Grundlinie eines geraden horizontalen 
Colinders betrachtet werden, der um die Umdrehungsflaͤche umſchrieben iſt; wenn man 
daher die Tangenten e e! zieht, fo berühren die tangirenden Ebenen zu dem Cylinder, 
deren Riſſe auf der Vertikalebene dieſe Tangenten find, die Umdrehungsflaͤche in den 
Punkten, deren Projektionen 7 und L, 7’ und L’ find, und welche ebenfalls der Beruͤh⸗ 
rungslinie angehoͤren. 

Nachdem man die ſechs Punkte K, K, L, L, M, M' der Horizonkalproſektion der 
Beruͤhrungslinie beſtimmt hat, und die ſechs Punkte 4, X, I, J, m, m’ der Vertikalpro⸗ 
jektion derſelben Linie, konſtruire man die Zwiſchenpunkte, nach der Methode, welche man 
angewendet hat, um die Punkte (J, /), (J, /) zu beſtimmen. 

190. Bisher wurde die Umdrehungsflaͤche als die Umhuͤllung des Raumes ber 
| trachtet, den ein gerader Kegel durchlaͤuft, welcher die Tangenten zu einem Meridian 
nacheinander als Erzeugungslinien hatte. Wir wollen nun ſtatt der Kegel Kugeln an⸗ 
wenden, welche zu Halbmeſſern die Stüde der Normalen zu dem Meridianſchnitte haben, 
die zwiſchen dem Meridian und der Drehungsaxe gefaßt find. 

(A, 7) ſey der Mittelpunkt einer von dieſen Kugeln, die Normale / ihr Halb⸗ 
meſſer und dad v die Projektion eines ihrer größten Kreiſe. Die Meridianebene A E. 
ſchneidet dieſe Kugel nach einem großen Kreiſe, und wenn man dieſe Meridianebene in die 
Stellung A G zuruͤckgelegt annimmt, ſo faͤllt der Punkt (E, e) nach (6, g). Zieht 
man daher durch g die Tangenten g , g v zu dem Kreiſe d u d’ v, fo iſt die Gerade 
zu v der Durchmeſſer des Beruͤhrungskreiſes der Kugel und des geraden Kegels, deſſen 
Scheitel in (E, e) iſt. Dieſer Kreis der Kugel und die Charakteriſtik (D J D, 4 4), 
nach welcher fie die Umdrehungsflaͤche berührt, ſchneiden ſich nach einer horizontalen Ger 
raden, welche ſenkrecht auf die Meridianebene A E, und unbeſtimmt in der Geraden dd’ 
projektirt iſt; wenn man daher den Abſtand des Punktes x’ von der Are a a von A 
nach x trägt, fo iſt die Senkrechte J x] auf die Gerade A E die Horizontalprojek⸗ 
tion jener nemlichen Geraden. Der Durchſchnitt der Senkrechten J r J mit dem aus 
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A als Mittelpunkt, und mit einem Daͤrchmeſſer D D' gleich a d' beſchriebenen Kreiſe, 
beſtimmt die Punkte J, J der Horizontalprojektion der geſuchten Beruͤhrungslinie. 

Errichtet man die Vertikalen J“ /, J j, welche die Horizontale & 4“ in den Punk, 
ten j, j treffen, fo gehören dieſe letzten Punkte der Vertikalprojektion der Beruͤhrungs⸗ 
linie. Auf dieſelbe Art laͤßt ſich die erfoderliche Anzahl weiterer . dieſer Linie be⸗ 
ſtimmen. 

191. Betrachten wir nun die Umdrehungsflaͤche als die Umhuͤllung des Raumes, 
den ein gerader Cylinder durchlaͤuft, welcher nacheinander ſaͤmmtliche Meridianen zur 
Grundlinie hat, und ſuchen wir nach dieſer Hypotheſe einen Punkt der Beruͤhrungslinie 
der Umdrehungsflaͤche und des Kegels, deſſen Scheitel in (E, e) iſt. 

A N ſey der Horizontalriß irgend einer Meridianebene, (N, n) der Fuß der Sen 
rechten, welche aus dem Punkt (E, e) auf dieſe Merivianebene A N gefällt iſt. Nach⸗ 
dem man die Meridianebene A N um die Axe gedreht hat, bis in die, zur Vertikalebene 
parallele Stellung A &, fo wird der Punkt CN, 2) die Stellung CN’, u.) nehmen: 
Durch 1 ziehe man die Tangente „ p’ zu dem Meridian, und man trage die Entfer⸗ 
nung 5 9 des Beruͤhrungspunktes „ von der Axe a 4c auf dem Riſſe A N von A nach 
P. Der Punkt P und fein entſprechender 5, welcher auf der Horizontalen 5 g liegt, 
find die Projektionen eines Punkts der geſuchten Linie. Die Tangente n’ iſt der Riß 
einer tangirenden Ebene zu dem Cylinder, deſſen Baſis die Meridianlinie, und deſſen 
Kanten ſenkrecht auf die Ebene dieſer Linie ſind. a a | 

Es iſt einleuchtend, daß dieſe letzte Verfahrungsart fo viele Punkte der geſuchten 
Linie gebe, als man aus dem Punkt „' Tangenten zu der Kurve a oa o führen 
fönne, | 

192. Nachdem man auf der Geraden (B C, 5 c) einen zweyten Punkt, ober: oder 
unterhalb des Erſten (E, e) genommen, betrachte man denſelben als Scheitel eines zwey⸗ 
ten um die Umdrehungsflaͤche umſchriebenen Kegels und beſtimme die Beruͤhrungslinie 
dieſer beyden Flächen nach den fo eben vorgetragenen Methoden. Dieſe zweyte Beruͤh⸗ 
rungslinie wird die erſte in einem oder mehreren Punkten ſchneiden, und die Ebenen, 
welche durch jeden dieſer Punkte und durch die gegebene Gerade gehen werden, beruͤh⸗ 
ren die Umdrehungsflaͤche in eben dieſen Punkten. 

Statt der zweyten Kegelflaͤche, welche die Umdrehungs Fache umhuͤllt, kann man 
eine Cylinderflaͤche anwenden, deren Kanten parallel zu der gegebenen Geraden find; die 
Beruͤhrungslinie dieſer Flaͤche und der Umdrehungsflaͤche enthält offenbar die Beruͤhrungs⸗ 

punkte, durch welche die tangirenden Ebenen geführt werden mülfen. Das Verfahren, 
wodurch wir dieſe letzte Linie beſtimmen werden, iſt nichts weiter als eine Modifikation 
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des ſo eben erſt angewendeten. Denn in der That, wenn man den Mittelpunkt der 
umſchriebenen Kegelflaͤche im Unendlichen auf der gegebenen Geraden annimmt; ſo ver: 
wandelt ſich der Umhuͤllungskegel in einen umhuͤllenden Cylinder, deſſen e 
parallel zu der gegebenen Geraden ſind. 


193. Die Umdrehungsflaͤche wird nach der kreisfoͤrmigen Charakteriſtik (d &, 
D HD’) durch einen geraden Kegel berührt, deſſen Erzeugungslinie die Tangente dus 
zu der Kurve a0 a’ o, und deſſen Scheitel in CA, s) iſt. Die tangirende Ebene zu 
dieſem Kegel, welche parallel zu der gegebenen Geraden iſt, berührt die Umdreyungsflaͤ⸗ 
che in einem Punkt, welcher der Beruͤhrungslinie dieſer Flaͤche mit dem Cylinder ange⸗ 
hoͤrt, deſſen Erzeugungslinien parallel zu der gegebenen Geraden ſind. Wenn man da— 
her durch den Punkt (A, s) eine Parallele (A Z, s 2) zu der Geraden (B C, 5 c) 
führt, und durch die Horizontalprojektion Z des Punkts, in welchem dieſe Parallele die 
Horizontalebene 4 4“ durchſchneidet, zu dem Kreiſe DH D' die Tangenten Z H, ZH 
zieht, ſodann die Beruͤhrungspunkte H, H' derſelben auf die Horizontalebene nach A, I. 
projektirt; fo hat man in (H, A), (H, I.) zwey Punkte jener verlangten Beruͤhrungslinie. 

194. Die Umdrehungsflaäche wird auch nach einer Charakteriſtik (dd, DH D) 
durch eine Kugel berührt, deren Halbmeſſer die Normale 7 4, und deren Mittekpunkt in 
(A, 2) iſt. Ein Cylinder, deſſen Kanten parallel zu der Geraden (B C, ô c) find, um: 
huͤllt dieſe Kugel nach einem groͤßten Kreiſe, deſſen Ebene ſenkrecht auf die gegebene Ge— 
rade (B C, 5 c) iſt. Wenn dieſer Beruͤhrungskreis und die Charakteriſtik (4 d, DH D) 
ſich in zwey Punkten ſchneiden, fo gehören dieſe offenbar der Beruͤhrungslinie der Um: 
drehungsflaͤche und des Cylinders an, deſſen Kanten parallel zu der gegebenen Geraden 
find, Um dieſe Punkte zu finden, führe man durch irgend einen Punkt (A, s) der Axe 
(A, ad) eine Parallele (A Z, s 2) zu der Geraden (B C, 5 c). Man lege die Me— 
ridianebene A 2, in der dieſe Parallele enthalten iſt, auf die Meridinanebene A G zuruͤck, 
wo jene Gerade die Stellung (A Z,, s zZ) nehmen wird. Durch die Projektion 7 des 
Mittelpunkts der Kugel fälle man ſodann auf die s 1 eine Senkrechte z w’, welche die 
Horizontale dd’ in einem Punkte &“ ſchneidet; den Abſtand dieſes Punkts von der Are 
aa trage man auf der AZ von A nach W, und errichte durch Wauf A Z eine Senk⸗ 
rechte H W H/, welche den Kreis D H D' in H und H' ſchneidet, dieſe Punkte bringe 
man in der Vertikalprojektion nach 7 und , fo find CH, A) und (H, /) die nn 
ten Punkte. 


195. Man erhaͤlt ebenfalls Punkte der geſuchten Beruͤhrungslinie, wenn man pa— 
rallel zu der gegebenen Geraden tangirende Ebenen zu den Cylindern fuͤhrt, welche zu 
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Grundlinien die Meridianſchnitte in ihren verſchiedenen Stellungen haben, und deren 
Kanten ſenkrecht auf die Ebenen dieſer Schnitte ſind. 

Waͤhlen wir als Beyſpiel den Meridian, welcher in der Ebene A N enthalten iſt; 
ſo wird die fragliche tangirende Ebene ſenkrecht auf die Ebene A N ſeyn, da fie aber 
außerdem noch parallel zu der gegebenen Geraden (B C, 5 c) ſeyn ſoll, fo muͤſſen ihre 
Riſſe auf der Ebene A N nothwendig parallel zu der Projektion der Geraden (B C, 5 c) 
auf der Ebene A N ſeyn. (Art. 177.) Dieſe Riſſe werden die Grundlinie des Cylin⸗ 
ders, oder vielmehr den Meridian der Ebene A N in Punkten berühren, welche offenbar 
die verlangten ſind. 

Projektiren wir zuerſt die Gerade (B C, ö c) oder eine Parallele (A Z, 52) zu 
ihr auf die Meridianebene A N: der Punkt (A, s) iſt ſeine eigene Projektion; ein an⸗ 
derer Punkt (Z, 2) der nemlichen Geraden projektirt ſich mittelft der Senkrechten 
(ZT, 2 d) auf die Meridianebene A N in einen Punkt dieſer Ebene, deſſen Horizon: 
talprojektion T iſt. Nehmen wir die Meridianebene A N in die Stellung A G zuruͤck⸗ 
gelegt an, wobey der Punkt (A s) unveraͤnderlich bleiben, und der in J projeftirte 
Punkt die Stellung (1, 5) nehmen wird; fo iſt die Gerade (A T’, s y) die Projektion 
der (A Z, 5s 2) auf der Ebene A N, nachdem dieſe die Stellung A & parallel zur verti⸗ 
kalen Projektionsebene genommen hat. Ziehen wir demnach zu dem Meridian a 0 4 o 
die zu der Geraden s parallelen Tangenten e, I n und beſtimmen ihre Beruͤhrungs⸗ 
punkte , 9 die Abſtaͤnde dieſer Punkte von der Axe a 4, trage man ſodann auf der 
Geraden A N von A nach A und von A nach a, ſo find A, V Punkte der Horizontal: 
projektion der Beruͤhrungslinie der Umdrehungsflaͤche und des Cylinders, deſſen Kanten. 
parallel zu der gegeben Geraden CB C, 5 c) ſind. Die Punkte A, & projektiren ſich 
vertikal auf die Horizontalen & N, 9 fa nad N, V und dieſe Letzteren . der Vertikal⸗ 
projektion derſelben Linie. 


Auch bey dieſer Beruͤhrungslinie der Undyehirgeſtoche und des Cylinders, deſſen 
Kanten parallel zu der gegebenen Geraden ſind, bemerke man vor allen, die Punkte, deren 
Vertikalprojektionen O. ., o , J, d find, Die zwey erſten O und ſind die Beruͤh⸗ 
rungspunkte des Meridians a o a’ o und der parallelen Tangenten zu der Geraden b c, 
der Vertikalprojektion der gegebenen Geraden, o und 4 gehören den. Begranzungskreiſen 
der zweyten Beruͤhrungslinie, und werden wie die Punkte 4, * der erſten Beruͤhrungs⸗ 
line beſtimmt. Die Punkte /, 4 endlich entſprechen den Punkten , J, welche auf ei⸗ 
nem Durchmeſſer 5 d gelegen find, der he auf die . B C der 
gegebenen Geraden iſt. 
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196. Die gegebene Umdrehungsflaͤche wird von einem Kegel, deſſen Scheitel in CE, ) 
iſt, nach einer Kurve (II II. M M' P, / I, n 5) berührt, und von einem Cylinder, 
deſſen Erzeugungslinien parallel zu der gegebenen Geraden ſind, nach einer Kurve 
(* Y d, e g / d). Dieſe beyden Beruͤhrungslinien ſchneiden ſich in zwey Punkten 
(, &) und (8, g“); die Ebenen, welche durch jeden dieſer Punkte und durch die ge— 
gebene Gerade (B C, 2 c) geführt find, berühren die Umdrehungsflaͤche in eben dieſen 
Punkten. 

Es iſt hierbey zu bemerken, daß die Projektionen der zwey Beruͤhrungslinien, zum 
Beyſpiel die Vertikalprojektionen derſelben, ſich noch in Punkten kreuzen koͤnnen, welche 
keinem ihrer Durchſchnitte im Raume entſprechen; um dieſe von den Projektionen der 
wirklichen Durchſchnittspunkte zu unterſcheiden, erinnere man ſich nur, daß jeder von die— 
fen letzten Punkten , in der Horizontalprojektion feinen entſprechendeu e, auf der nem— 
lichen Vertitalen “ haben muͤſſe: und daß uͤberdem dieſe Punkte auf den Projektionen 
der nemlichen zwey Bogen der Beruͤhrungslinien liegen muͤſſen. 

197. Von den drey Methoden, welche wir vorgetragen haben, wäre jede für 
fih hinreichend, um die krummen Linien zu finden, welche durch ihre Durchſchnitte die 
Beruͤhrungspunkte der Umdrehungsflaͤche und der, durch die gegebene Gerade gehenden 
tangirenden Ebenen beſtimmen. Um indeſſen die geraden Linien zu vermeiden, welche ſich 
unter zu ſchiefen Winkeln ſchnitten, ſieht man ſich bey der Ausuͤbung der zeichnenden 
Künſte oft in die Nothwendigkeit verſetzt, eine oder die andere Methode zu ergreifen, 
und in jedem beſondern Fall diejenige zu waͤhlen, welche die genaueſten Konſtruktionen 
giebt. 

198. Die von uns als Beyſpiel gewaͤhlte Umdrehungsflaͤche iſt eine Flaͤche vom 
zweyten Grad, ein Ellipfoid. Wir haben (Art. 168.) geſehen, daß dieſe Flaͤchen ſaͤmmt⸗ 
lich die Eigenſchaft beſitzen, von einer umſchriebenen Kegelflaͤche nach einer ebenen Kurre 
beruͤhrt zu werden. Wenn man daher als Scheitel der umſchriebenen Kegelflaͤche jene 
Punkte wählt, in denen die gegebene Gerade eine der Ebenen durchſchneidet, welche 
durch zwey von den drey Hauptaxen (A, a a), (0 O“ o O) und (T J, A“) (Art. 116) 
des Ellipſoids gehen, ſo ſind die Projektionen der Beruͤhrungslinien dieſer 975 und des 
Umdrehungsellipſoids auf dieſen Ebenen gerade Linien. 

Man ſieht wohl ein, daß durch die Benutzung dieſer Eigenſchaften die zu machen— 
den Konſtruktionen ſich ſehr vereinfachen laſſen, indem man, in dieſem Falle ſtatt vier 
krummer Linien nur zwey zu konſtruiren noͤthig hat, und daß die Beruͤhrungspunkte 
Ch, c.). cß, 8“) ſich folglich aus den Durchſchnitten zweyer geraden und zweyer krum— 
men Linien ergeben. Im Allgemeinen aber ſind die Beruͤhrungslinien krummer Flaͤchen 
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mit umſchriebenen Kegeln oder Cylindern, krumme Linien von doppelter Kruͤmmung, 
welche in keiner Projektion gerade Linie ſeyn koͤnnen. 


Neunte Auf gabe. 


Man ſoll parallel zu einer gegebenen Ebene eine tangirende Ebene zu einer 
gegebenen Umdrehungsflaͤche führen? 


199. Auflöfung Es iſt die charakteriſtiſche Eigenthuͤmlichkeit der tangirenden 
Ebenen zu einer Umdrehungsflaͤche, daß ſie ſenkrecht auf die Meridianebenen ſind, welche 
durch ihre Berührungspunkte gehen. Sobald daher der Beruͤhrungspunkt gegeben iſt, ſo 
beſtimmt die Tangente zu dem Meridian, welchem dieſer Punkt angehoͤrt, die Stellung 
der tangirenden Ebenen. Demzufolge denken wir uns aus einem beliebig genommenen 
Punkt der Umdrehungsaxe eine Gerade ſenkrecht auf die gegebene Ebene gefaͤllt. Dieſe 
Senkrechte und die Axe beſtimmen die Stellung einer Meridianebene, welche ſelbſt ſenk⸗ 
recht auf die gegebene Ebene iſt, und welche dieſe Ebene nach einer Geraden, die Um⸗ | 
drehungsflaͤche nach einem Meridian ſchneidet. Wenn man zu dieſem Meridian und pa: 
rallel zu der geraden Durchſchnittslinie der beyden genannten Ebenen eine Tangente zieht 
und durch ihren Beruͤhrungspunkt mit demſelben eine tangirende Ebene zu der Umdre⸗ 
hungsflaͤche, fo wird dieſe tangirende Ebene parallel zu der Gegebenen ſeyn, denn dieſe 
beyden Ebenen gehen durch zwey parallele Geraden und ſind ſenkrecht auf eine nemliche 
Ebene. | 

Kann man zu dem Meridian noch mehrere Tangenten parallel zu der erften ziehen, 
ſo beſtimmen dieſe eben ſo viele tangirende Ebenen, welche ſaͤmmtlich der Aufgabe genug. 
thun. 2: 

Da dieſe Aufloͤſung keine Konſtruktion erfordert, welche wir nicht ſchon angewendet: 
huͤtten, ſo haben wir derſelben keine Figur beygefuͤgt. i 

Zehnte Aufgabe. 
Nan ſoll durch eine gegebene Gerade, eine tangirende Ebene zu einer gegebe⸗ 
nen windiſchen slaͤche fuͤhren? 

200, Aufloͤſung. AB C, a b (Taf. XIX.) ſeyen die Projektionen einer 
krummen Linie im Raume; der Kreis G E F ſey die Grundlinie eines vertikalen Cy⸗ 
linders, auf welchem eine zweyte Krumme (G BE, & g )] gegeben ſey. 

Denken wir uns eine bewegliche Gerade, welche ſich auf dieſen beyden Krummen, 
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als Leitlinien bewegt, und dabey beſtaͤndig den vertikalen Cylinder berührt, auf wel: 
chem die zweyte Krumme gegeben iſt, ſo wird dieſe Gerade eine windiſche Flaͤche erzeu— 
gen, und wir nehmen an, durch die gegebene Gerade CH K, A 4) ſolle 3“ dieſer Fläche 
eine tangirende Ebene geführt werden. 


201. Um die Stellung irgend einer Erzeugungslinie der vorgelegten a zu be 
ſtimmen, ziehe man durch die Horizontalprojektion Z eines beliebig genommenen Punkts 
(8 80 der zweyten Leitlinie eine Tangente zu dem Kreiſe G E F, und betrachte 
dieſe als unbeſtimmte Projektion einer tangirenden Ebene zu dem vertikalen Cylinder 
6 F E. Dieſe Ebene ſchneidet die erſte Leitlinie (A B C, a be) in einem Punkt, 
deſſen Projektionen B, 5 ſind, und wenn man denſelben Punkt mit dem erſtgenommenen 
(8, 8“) durch eine Gerade (B g B, 5 8“) verbindet, fo iſt dieſe eine Erzeugungslinie 
der vorgelegten windiſchen Flaͤche. 

202. Dieſes feſtgeſetzt, beſtimmen wir zuerſt den Punkt (J, 7), in welchem die 
gegebene Gerade (H K, I &) die windiſche Fläche durchſchneidet. 


Wenn man durch die Gerade (H K, AA) irgend eine Ebene führt, zum Beyſpiel 
eine vertikale Ebene, ſo wird dieſe die windiſche Flaͤche nach einer gewiſſen krummen 
Linie ſchneiden; die gegebene Gerade, da ſie mit dieſer Linie in einer Ebene enthal— 
ten iſt, wird dieſelbe in einem oder in mehreren Punkten treffen, und dieſes ſind eben 
ſo viele Durchſchnitte der gegebenen Geraden und der windiſchen Flaͤche. 


Um die Linie zu finden, nach welcher die Vertikalebene H K die windiſche Fläche 
durchſchneidet, und deren Horizontalprojektion unbeſtimmt in der Geraden II K enthal- 
ten iſt, konſtruire man die Stellung (B B, 5 50) einer Erzeugungslinie der Fläche; dieſe 
Linie (B B,, 5 2°) trifft die Vertikalebene H K in einem Punkt, deſſen Projektionen 
R, r find, und dieſer Punkt, da er ſowohl auf der Vertikalebene als auf der windiſchen 
Flaͤche gelegen iſt, gehoͤrt ihrem gemeinſamen Durchſchnitt an. Auf dieſe Weiſe beſtim— 
me man fo viele Punkte r als man noͤthig erachtet, und verbinde dieſelbe durch die 
Krummen r j n, fo hat man die Vertikalprojektion des geſuchten Durchſchnittes. Die 
Geraden h A trifft dieſe Krumme jr n in einem Punkt 7, welchen man auf die Gerade: 
H K nach ] projektire, um den Durchſchnittspunkt (J, /) der gegebenen Geraden und 
der windiſchen Flaͤche zu erhalten. ö 

203. Nachdem man die Erzeugungslinie (J E, J e) der Flache konſtruirt hat, 
welche durch jenen Durchſchnittspunkt (J, )) geht, führe man durch die gegebene Gerade 
(H K, A) und durch die gerade Erzeugungslinie (J A J e) eine Ebene; und ich ſage, 
daß dieſe die verlangte ſey. | 
16 
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In der That, da die verlangte Ebene tangirend zu der gegebenen windiſchen Flaͤche 
ſeyn ſoll, ſo muß ſie eine gerade Erzeugungslinie derſelben enthalten; da ſie aber auch 
durch die gegebene Gerade gehen ſoll, fo kann fie nur diejenige von den Erzeugungslinien 
enthalten, welche durch den eee, der windiſchen Flaͤche mit der Genen 
Geraden geht. 


204. Was ven Bertprungepit der durch die gegebene Gerade gehenden tangi⸗ 
renden Ebene und der windiſchen Flaͤche betrifft, ſo wuͤrde man denſelben am einfachſten 
nach der im Art. 131 et seq. Kap. II. angegebenen Verfahrungsart beftimmen. - 

Wir haben in der zu unfrer Aufgabe gehörigen Figur Taf. XIX. die Projektionen 
ſo vieler Erzeugungslinien konſtruirt als erfoderlich waren, um die Geſtalt der vorgeleg- 
ten windiſchen Flaͤche auszudruͤcken. Auf der Horizontalebene ſind alle dieſe Projektio— 
nen tangirend zu der Baſis des Cylinders; auf der Vertikalebene find fie ſaͤmmtlich ber’ 
rührend zu einer Krummen O x Y „ welche die Graͤnze der Vertikalprojektion der win: 
diſchen Flaͤche bildet. 


Eilfte Auf gabe. 


Man fol die Beruͤhrungslinie einer gegebenen windiſchen Slähe und eines 
Kegels, deſſen Scheitel in einem gegebenen Punkt liegt, oder eines Cylinders, 
deſſen Erzeugungslinie parallel zu einer gegebenen Geraden iſt, konſtruiren? 


205. Aufloͤſung. Jede Ebene, welche durch eine gerade Erzeugungslinie einer 
windiſchen Flaͤche geht, beruͤhrt dieſe Flaͤche, und man beſtimmt den Beruͤhrungspunkt 
mittelſt des Durchſchnittes der geraden und der krummen Linie der windiſchen Flache, 
welche in der tangirenden Ebene enthalten ſind. (Art. 131.) 


Nachdem man daher irgend eine Stellung der geraden Erzeugungslinie beſtimmt 
hat, führe man durch dieſe Gerade und durch den gegebenen Scheitel des Kegels eine 
Ebene. Der Berührungspunft dieſer Ebene und der Fläche gehört der Beruͤhrungslinie der 
Flache und des Kegels, und die Gerade, welche durch den Scheitel und den Beruͤhrungs⸗ 
punkt gezogen wird, iſt eine Kante dieſes Kegels. Man wiederhole dieſe Konftruftion fe 
vielmal als man Kanten des geſuchten Kegels und Punkte feiner Beruͤhrungskurve er- 
halten will. 

206. Um die Beruͤhrungslinie der windiſchen Flaͤche 5 mit der Cylinderflaͤche zu 
erhalten, fuhre man durch die geraden Erzeugungslinien der windinſchen Flaͤche Ebenen, 
welche ſämtlich parallel find zu der gegebenen Geraden; dieſe Ebenen beruͤhren die 
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Flaͤche in Punkten, welche der Beruͤhrungslinie der windiſchen Flaͤche und des Cylinders 
angehoͤren, deſſen Kanten parallel zu der gegebenen Geraden find, 


Zwölfte Aufgabe. 


Man ſoll parallel zu einer gegebenen Ebene eine tangirende Ebene zu einer 
ebenfalls gegebenen windiſchen slaͤche führen? 


207. Auflöfung Man konſtruire einen um die gegebene windiſche Flaͤche um— 
ſchriebenen Cylinder, deſſen Kanten parallel ſind zu einer Geraden in der gegebenen Ebe— 
ne, zum Beyſpiel parallel zu ihrem Vertikalriſſe, und man beſtimme die Beruͤhrungslinie 
dieſes Cylinders nach Art. 206. | g | 

Parallel zu einer zweyten Geraden der gegebenen Ebene, zum Beyſpiel zu ihrem 
Horizontalriſſe, führe man einen zweyten umhuͤllenden Cylinder zu der windiſchen Flaͤche, 
und beſtimme die Beruͤhrungslinie. 

Die zwey genannten Beruͤhrungslinien werden ſich in einem oder in einer groͤßeren 
Zahl von Punkten durchkreuzen, und die zwey Kanten der beyden Cylinder, welche durch 
jeden dieſer Punkte gehen, beſtimmen die Stellung einer Ebene, welche der Aufgabe 
genuͤget. Denn jede von dieſen ſo konſtruirten Ebenen geht durch zwey Tangenten zu der 
windiſchen Flache, welche von einem nemlichen Punkte auslaufen, und uͤberdies ſind die 
beyden Tangenten parallel zu der gegebenen Ebene. 


16 
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Noten zum zweyten Bu ch. 


Rote l. 
Ueber die Cylinder und Begelflähen. Rap. I. Art. 58 — 61. 
hre | | 
Die Schnitte einer Cylinderflächen durch NR Ebenen find gleiche, ſich deckende Linien. 


Beweis. Es ſeyen A B C, a bh e (Taf. XII. Fig. 3.) zwey parallele Schnitte eines 
Cylinders C a, A a, B ö ſeyen zwey gerade Erzeugungslinien deſſelben, und A, 4, B, b, die 
Bigegnungspunkte dieſer Erzeugungslinien, mit den Schnitten. 

Man verbinde dieſe Punkte durch die Geraden A B, à 5. Da ſowohl die Erzeugungslinien 
A a, B ö, als die Ebenen der Schnitte wechſelsweiſe parallel ſind, fo find auch die Sehnen A B, 
a b parallel und gleich. 

Auf dieſe Art laͤßt ſich die Gleichheit aller Sehnen beweiſen, welche in beyden Schnitten die 
Punkte verbinden, die einer nemlichen Erzeugungslinie angehören. Wenn man daher in einem die, 
ſer Schnitte ein beliebiges Polpgon einſchreibt, ſo kann man in dem andern ein gleiches an Seiten 
und Winkeln einſchreiben. Die Polygone müſſen ſich decken, und da die Scheitel ihrer Winkel 
Punkte der Schnitte find, und überdem alle, in die Schnitte einſchreibbare Polygone dieſelbe Eis 
genthümlichkeit haben; fo müſſen auch die Schnitte gleich ſeyn und ſich decken. 

Zu ſatz. Da die parallelen Schnitte gleich find, fo find auch alle ihre gleichnamigen Linien, 
und folglich die Tangenten A A’, a a, welche durch die Punkte einer nemlichen Erzeugungs⸗ 
linien A a gezogen find, parallel unter ſich. Alle dieſe parallelen Tangenten A A’, a a’... liegen 
folglich in einer Ebene, welche die tangirende Ebene zu dem Cylinder an der Kante A a iſt. 


rh e 
Die Schnitte einer Kegelflache durch parallele Ebenen ſind ähnliche Linien. z 
Beweis. Es ſey A (Taf. XII. Fig, 4.) der Mittelpunkt eines Kegels DC B,dcb 
zwey parallele Schnitte, und A B 5, A Cc, A D d, drey Erzeugungslinien deſſelben Kegels, 
welche dieſe Schnitte in den Punkten B, 5, C, c, D, d treffen. Man verbinde in jeder Ebene 
dieſe Punkte durch die Sehnen B C, B D, b c, b d. 
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Die ahnlichen Dreyecke A B C und A b c, A B D und A 6 4 geben: 
A B: A:: BC: be:: DB: d. 
oder 5 
B C: b c:: DB: de, 


daher haben in den beyden Schnitten alle Sehnen, welche den nemlichen Erzeugungslinien entſpre⸗ 
chen, das gleiche Verhältniß unter ſich. Wenn man daher in einen Schnitt irgend ein Polygon 
eingeſchrieben hat, ſo kann man ſtets in jedem parallelen Schnitt ein ähnliches Polygon einſchrei⸗ 
ben, und folglich ſind dieſe Schnitte ähnliche Linien. N 
Zuſatz. Alle Tangenten M N, men, zu den parallelen Schnitten eines Kegels an den 
Punkten einer nemlichen Erzeugungslinie find parallel unter ſich. Alle dieſe parallelen Tangenten 
zuſammen, bilden die tangirende Ebene an der Kante A Cc. 5 


Note IT. 


Beweis der doppelten Erzeugung des Syperboloids von einem Netz durch die 
. gerade Linie. Rap. II. Art. 119. 


Es ſey I K. (Taf. XII. Fig. 6.) eine bewegliche Gerade, welche ſich beſtändig auf brey 
fefte Gerade A B, M N, C D anlehnt, um ein Hyperboloid von einem Netze zu erzeugen. Be 
trachtet man blos das Flächenſtück, was von den Seiten des windiſchen Vierecks ABC D eingeſchloſ⸗ 
fen iſt, fo entſprechen alle Stellungen der beweglichen Geraden, ſolchen Geraden, welche wie 1 K, 
1 K, . . . c. die feſten Leitlinien in drey Punkten I, G, K; T, G“, K,...ı. ſchnei⸗ 
den. Die bewegliche Gerade 1 K und die feſte Gerade M N, da ſie in einer Ebene liegen, 
ſchneiden ſich in einem Punkt G; aus dem nemlichen Grunde treffen ſich die zwey Geraden I M, 
K N in einem Punkte L; aber die eine derſelben liegt in der Ebene des Dreyecks A B D, und 
die andere in der Ebene des Dreyecks B C D, ſie können ſich daher nur in einem Punkte des 
Durchſchnitts der Ebenen dieſer zwey Dreyecke treffen, woraus folgt, daß der Punkt L in der Ver, 
längerung der Diagonale B D des windiſchen Vierecks A B C D liege. Auf dieſelbe Art iſt es 
erweißiich, daß die Geraden I M', K N’ ſich in einem anderen Punkt H der nemlichen Diagonale 
B D begegnen müſſen. Die von dem Punkt L aus gezogenen Geraden L. K, LM theilen die 
Seiten des Vierecks A B C D in acht Theile oder Segmente AL, I B, B N, N C, C K, 
K D, D M, M A. Wir werden beweiſen: wenn man zwey derartige Produkte bildet, ſo daß 
die Faktoren eines jeden nur aus ſolchen Segmenten beſtehen, welche keinen gemeinſchaftlichen End⸗ 
punkt haben, dieſe Produkte gleich ſeyen. ai 

Die Diagonale B D zerlegt das Viereck A B C D in zwey Dreyecke A B D, B C D; 
wenn man eines derſelben, B C D zum Beyſpiel auf die Seite ſetzt (Fig. 6. bis Taf. XII.) 
fo ziehe man durch den Punkt D zu der Geraden K N L die Parallele D I; und verlängerte 
dieſelbe, bis fie die Seite B C des Drepeckes in I trifft, 
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Vermöge der aͤhnlichen Dreyecke CK N, C DI erhält man: 
GK: DRK: 0 N: NI. (13 
Die zwey Dreyecke N B L, D B] geben: 
B D: BL:: BJ: B N, 
woraus BDT BL: B L:: BI TBN: B N 
ober St D L: B L:: NJ: BN (2) 
Multiplicirt man nach der Reihenfolge die Theilſätze der Proportionen (1) und (2), ſo hat 
man 
a C K XD L: DK XB L:: C N:: B. N; 
Daher (Fig 6.) 
BNXCKXDL=BLXCNXDEK (a) 
Betrachtet man das zweyte Dreyeck A. B D des Vierecks und die Gerade L M, fo hat man 


aus dem nemlichen Grunde 
| AIXBLXCM=-AMXBIXDL. (b) 

Wenn man die Gleichungen (a J und (b) gliederweiſe multiplicirt, fo er geben ſich zwey glei» 
che Produkte, deren eines zu Faktoren die Segmente A I, B N, C K, D M bat, und das an 
dere, die Segmente A M, B I, C N, D K; und jedes enthält nur folche Segmente, nee kei⸗ 
nen gemeinſchaftlichen Endpunkt haben. 

Die Gleichheit dieſer zwey Produkte giebt: 


EK N OS 
bi D K DM BN 1 
Da die Gerade M N feſt iſt, fo hat man. 
AM GN Ns 
D SR e) 


à bezeichnet eine, duc die Stellung der drey feſten Geraden, welche die bewegliche Gerade 1 K 
leiten, beſtimmte unveränderliche Größe; woraus folgt, daß für alle Stellungen dieſer Geraden 


AI CK CK 1 
Xi ig: (€ 
TTS Te ar rg TH 9 


Dieſes feſtgeſetzt, wenn man die drey Geraden A D, I K, B C efixirt, um als Leitti⸗ 
nien der beweglichen Geraden M. N zu dienen, ſo theilt dieſe Gerade in irgend einer Stellung die 


Seiten des windiſchen Vierecks ebenfalls in acht Segmente, zwiſchen denen bey allen ihren Stel. 


lungen die vorſtehenden Verhältniſſe (d) und (c) ſtatt haben; das heißt, daß man bey allen 
Stellungen der beweglichen Geraden IT K, M N auf gleiche Weiſe hat: 


A FR N I B N 
5 el we nn — — re „ 
F ee nor GN m 


weraus folgt; daß es für das Hyperboloid von einem Netze zwey Erzeugungsarten giebt. Bey der 


einen ſtätzt ſich die bewegliche Gerade 1 K auf die Geraden A B, C D, MN, und bey der 
Zweyten lehnt ſich die beweglich Gerade M N auf die Leitlinien A D, BE, I K. & 
sieb: Daher. keinen Punkt G. dieſer Flache; durch den man nicht zwey Gerade M G. N, 1 G K 
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führen könne, welche den zwey, den beyden Erzeugunge arten des Hyperboloids entſprechenden Syſte⸗ 
men von Geraden angehören.“ 


Note III 
Zu Art. 125. gehörig. 
Lehrſaa tz. 


Wenn zwey unter einander rechtwinklige Ebenen ſich ſo bewegen, daß ſie immer durch die Seiten eines nemlichen 
Winkels gehen, ſo beſchreibt die gerade Durchſchnittslinie dieſer Ebenen einen ſchiefen Kegel. 


Beweis. Es ſeyen O P, O (Taf, XII. Fig. 7.) die zwey Seiten eines Winkels, 
durch welche man zwey unter ſich rechtwinklige Ebenen geführt habe, und O A ſey die Projektion 
des Durchſchnittes dieſer zwey Ebenen auf der Ebene des Winkels PO 2. Nachdem man irgend 
eine Gerade D C eſenkrecht auf O A gezogen hat, betrachte man dieſe Gerade als den Riß einer 
Ebene, welche ſenkrecht auf den Durchſchnitt der zwep rechtwinkligen Ebenen iſt, und welche dieſe letz⸗ 

teren Ebenen nach zwey unter ſich ſenkrechten Geraden ſchneidet, die durch die Punkte C und D 
gehen. b | 
Man bildet dadurch im Raume zwey rechtwinklige Dreyecke, welche einen gemeinſchaftlichen Scheis 
tel auf dem geraden Durchnitte der beyden rechtwinkligen Ebenen haben, und als Hypothenuſen die 
Geraden O D, D C. Es folgt aus dieſem, daß der, den beyden Dreyecken gemeinſchaftliche Schei— 
tel in dem Durchſchnittskreiſe von zwey auf O D und D C als Durchmeſſern beſchriebenen Ku 
geln liegen müſſe. Dieſe beyden Kugeln ſchneiden ſich nach dem kleinen Kreiſe, deſſen Ebene ſenk— 
recht iſt auf jene des Winkels P O Q, und deſſen auf die Seite O P dieſes Winkels ſenkrechter 
Durch meſſer die gemeinſchaftliche Sehne der beyden großen Kreiſe D B O und C B D der Kugeln 
iſt. Nun aber, welches auch die, in dem Winkel P O L durch den Punkt D gezegene Sehne 
D C ſey, fo wird der kleine Durchſchnittskreis der Kugeln, welche über D C und O D als Durch- 
meſſer beſchriebenf find, ſich nicht verändern, daher iſt dieſer kleine Kreis der geometriſche Ort der 
Scheitel der rechtwinkligen Dreyecke, welche als Hypothenuſen die Gerade von beſtändiger Länge O D 
und die reränderlihe C D haben; daher kann man denſelben als die Grundlinie eines ſchiefen Ke— 
gels betrachten, deſſen Kanten die Durchſchnitte von zwey rechtwinkligen Ebnenen ſind, denen auferlegt 
iſt, ſich zwiſchen den Schenkeln eines gegebenen Winkels zu bringen. 

Anſtatt den feſten Punkt D auf der Seite O Q des Winkels PO e zu nehmen, könnte 
man denſelben auf der Seite O P annehmen. Es laßt ſich ſodann auf dieſelbe Art beweiſen, daß 
der gerade Durchſchnitt zweyer rechtwinkligen Ebenen, die ſich zwiſchen den Seiten eines gegebenen 
Winkels bewegen müffen, einen ſchiefen Kegel erzeuge, der als Grundlinie einen Kreis hat, deſſen 
Ebene ſenkrecht auf die Seite O 2 des gegeben Winkels iſt. Daher beſitzt dieſer ſchiefe Kegel ſo 
wie alle anderen Kegel des zweyten Grads die Eigenſchaft, durch zwey Syſteme von Ebenen nach 

Kreiſen geſchnitten zu werden. In dieſem beſondern Falle ſind die ſchneidenden Ebenen ſenkrecht 
auf diejenigen Kanten des Kegels, die in der Ebene der Mittelpunkte der beyden kreisförmigen 
Grundlinien liegen. 


Durchſchnitte der Flaͤchen. 


Erſtes Kapitel. 
Von den Durchſchnitten der krummen Flaͤchen und Ebenen. 


208. Sind die Erzeugungen zweyer krummen Flaͤchen vollkommen beſtimmt und 
bekannt; hat, bey keiner von ihnen die Reihe aller Punkte des Raumes, durch welche 
fie geht, mehr etwas willführliches kann bey jedem dieſer Punkte, ſobald die eine der 
beyden Projektionen gegeben iſt, ſtets die Andere konſtruirt werden; und haben ſodann 
dieſe Flächen einige Punkte im Raume gemein, fo iſt die Stellung aller dieſer gemein. 
ſchaftlichen Punkte abſolut beſtimmt; ſie haͤngt von der Geſtalt der beyden krummen 
Flaͤchen und von ihren reſpektiven Stellungen ab; und ſie iſt von ſolcher Beſchaffenheit, 
daß ſie immer aus der Erklaͤrung der Erzeugung der Flaͤchen hergeleitet werden kann, 
von der ſie eine nothwendige Folge iſt. 

Die Reihe aller, zweyen beſtimmten krummen Flaͤchen gemeinſchaftlichen Punkte, 
bildet im Allgemeinen im Raume eine gewiſſe krumme Linie, welche in ganz beſonderen 
Fallen ſich in einer gewiſſen Ebene befinden, und nur eine einzige Kruͤmmung haben kann; 
welche in noch viel beſonderern Faͤllen eine gerade Linie werden kann, ohne irgend eine 
Kruͤmmung; welche endlich in noch unendlich beſonderern Faͤllen ſich auf einen einzigen 
Punkt beſchraͤnken kann; welche aber im allgemeinen Falle, eine krumme Linie von 
doppelter Kruͤmmung iſt. | 

209. Zwiſchen den Operationen der Analyſis und den Methoden der darſtellen— 


den Geometrie herrſcht eine Uebereinſtimmung, von welcher hier nothwendig ein Begriff 
gegeben werden muß. 
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Wenn in der Algebra eine Aufgabe in Gleichungen gebracht iſt, und man hat fo 
viele Gleichungen als unbekannte Groͤßen, ſo kann man ſtets die nemliche Anzahl von 
Gleichungen erhalten, bey denen, in einer jeden, nur eine unbekannte Groͤße vorkommt, 
wodurch man in den Stand geſetzt wird, die Werthe jeder dieſer Groͤßen zu erkennen. 
Das Verfahren, wodurch man dieſen Zweck erreicht, und welches Eliminination ge— 
nannt wird, beſteht darinn, daß man mittelſt einer Gleichung eine der Unbekannten aus 
allen uͤbrigen Gleichungen wegſchafft; und indem man auf ſolche Art die verſchiedenen 
unbekannten Groͤßen hinwegbringt, gelangt man zu einer Endgleichung, welche nur noch 
eine Einzige enthaͤlt, deren Werth ſie hervorbringen muß. 

Die Elimination in der Algebra hat die groͤßte Aehnlichkeit mit den Operationen, 
mittelſt welcher man in der darſtellenden Geometrie die Durchſchnitte krummer Flaͤchen 
beſtimmt. 8 | 

In der That, nehmen wir an, daß man, einen Punkt im Raume betrachtend, und 
indem man durch x, y, 2, die Abſtaͤnde dieſes Punkts von drey, unter ſich ſenkrechten 
Ebenen vorſtellt, ein wechſelſeitiges Verhaͤltniß zwiſchen dieſen drey Abſtaͤnden feſtſetze; 
und daß dieſes Verhaͤltniß durch eine Gleichung ausgedruͤckt ſey, in welcher die drey 
Größen x, y, 2, nebſt Konſtanten vorkommen. Vermoͤge dieſes Verhaͤltniſſes iſt die 
Stellung des Punkts noch nicht beſtimmt; denn die Größen x, y, 2, koͤnnen die Werthe 
aͤndern, und folglich der Punkt die Stellung im Raume, ohne daß das durch die 
Gleichung ausgedruͤckte Verhaͤltniß zu beſtehen aufhoͤrt, und die krumme Flaͤche, welche 
durch alle Stellungen geht, die der Punkt auf dieſe Weiſe einnehmen kann, ohne daß 
das Verhaͤltniß zwiſchen jenen drey Coordinaten geſtoͤrt werde, iſt die, zu welcher die 
Gleichung gehoͤrt. 

210. Nehmen wir zum Beyſpiel an, eine Kugel, deren Halbmeſſer durch A ausgedrückt 
ſey, habe ihren Mittelpunkt in dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunkte von drey ſenk— 
rechten Ebenen; und, indem man einen gewiſſen Punkt auf der Kugelflaͤche betrachtet, 
denke man ſich aus dieſem Punkt ſenkrechte Gerade auf die drey Ebenen gefaͤllt, und 
durch die drey Buchſtaben x, y, 2, vorgeſtellt; fo it einleuchtend, daß der, nach dem ber 
trachteten Punkt gerichtete Halbmeſſer der Kugel die Diagonale eines ſenkrechten Paral— 
lepipedums ſey, deſſen drey Kanten , y, 2 find; daß fen Quadrat gleich ſey, der 
Summe der Quadrate der drey Kanten; und daß man demnach die Gleichung 
* ＋ % ＋ 2 A“ erhalte. Dieſes feſtgeſetzt, wenn der Punkt die Stellung uuf 
der Kugelflaͤche verändert, fo aͤndern ſich auch feine Abſtaͤnde *, y, 2, von den drey ſenk— 
rechten Ebenen, aber ſein Abſtand vom Mittelpunkte aͤndert ſich nicht, und die Summe 
der Quadrate der drey Coordinaten, welche immer dem Quadrate des Halbmeſſers gleich 
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bleibt, behaͤlt ſtets den nemlichen Werth; daher findet zwiſchen den drey Coordinaten 
dieſes Punkts abermals das wechfelſeitige Verhaͤltniß ſtatt, was durch die Gleichung 

Ty T2 A ausgedruckt iſt. Dieſe Gleichung, welche für alle Punkte der 
Kugelflaͤche gilt, und nur allein für dieſe, iſt die Gleichung der Flaͤche. Alle krummen 
Flaͤchen haben auf dieſe Art ihre Gleichungen; und wenn man dieſe Gleichungen auch 
nicht leicht immer in ſo einfachen Groͤßen ausgedruͤckt erhalten kann, wie die Entfernun⸗ 
gen , y, 2 ſind, fo iſt es doch ſtets möglich, dieſelben in zuſammengeſetzteren Größen 
zu erhalten, wie die Neigungen der tangirenden Ebenen, die Kruͤmmungshalbmeſſer u 
dgl., für unſern Zweck war es hinreichend, eine als Beyſpiel zur Kenntniß gebracht zu 
haben. 

211. Hat man nun in *, 5, 2 die Gleichungen zweyer verſchiedenen krummen 
Flaͤchen, in der Vorausſetzung, daß fuͤr die Punkte der zwey Flachen die Abſtaͤnde, in 
Bezug auf die nemlichen ſenkrechten Ebenen genommen ſeyen; und man eliminirt eine 
der dreh Größen , y, 2, zum Beyſpiel z aus den beyden Gleichungen, ſo ſetzt man 
durch die Gleichzeitigkeit der zwey Gleichungen vorerſt feſt, daß man ſich weder aus 
ſchließlich mit allen Punkten der erſten Fläche beſchaͤftige, noch mit allen Punkten der 
Zweyten, ſondern blos mit jenen ihres Durchſchnittes, für welche Punkte ſaͤmmtlich die 
beyden Gleichungen gelten, weil ſie zu gleicher Zeit auf beyden Flaͤchen liegen. Die 
Gleichung aus , y, welche durch die Elimination von z entfteht, druckt ſodann das Ver: 
haͤltniß aus, was für alle Punkte des Durchſchnittes, zwiſchen dieſen zwey Abſtaͤnden 
ſtatt hat, welches auch der Abſtand 2 ſeyn mag, der verſchwunden, und von dem in der 
Gleichung weiter keine Rede iſt; ſie iſt daher die Gleichung der Weben des Durch⸗ 
ſchnittes der zwey Flaͤchen auf die den 2 ſenkrechte Ebene. 

Man ſieht hieraus, daß in der Algebra der Zweck der Elimination unter mehreren 
Gleichungen von drey Unbekannten, der iſt, auf den drey Ebenen, auf welche aller Raum 
bezogen wird, die Projektionen der, -Durchſchnitte der Flächen zu beſtimmen, zu welchen 
die Gleichungen gehoͤren. 

212. Die . zwiſchen den Operationen der Analyſi und den 
Methoden der darſtellenden Geometrie beſchraͤnkt ſich nicht blos auf das ſo eben Ange— 
führte, fie herrſcht uberall. Wenn man im Raume, um irgend beliebige Erzeugungen 
zu bewirken, Punkte, Linien, Flaͤchen ſich bewegen laͤßt, ſo koͤnnen dieſe Bewegungen 
immer durch analytiſche Operationen vorgeſchrieben werden, und die neuen Gegenſtaͤnde, 
zu welchen ſie Veranlaſſung geben, ſind ſelbſt wieder durch die Reſultate jener Operatio— 
nen ausgedruͤckt. Umgekehrt, giebt es keine analhtiſche Operation in drey Dimenſionen, 
welche nicht die Urkunde (eeriture) einer im Raume bewirkten, und von ihr diktirten 
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Bewegung ſey. Um die Mathematik auf die vortheilhafteſte Weiſe zu erlernen, muß ſich 
demnach der Schüler frühzeitig gewöhnen, die Uebereinſtimmung zu fühlen, welche die 
Operationen der Analyſis und der Geometrie unter ſich haben, er muß ſich in den Stand 
ſetzen, eines Theils alle Bewegungen, die er ſich im Raume zu denken vermag, analy— 
tiſch aufzeichnen zu koͤnnen, und andern Theils ſich beſtaͤndig im Raume das bewegende 
Schauſpiel vergegenwaͤrtigen, von dem jede analytiſche Operation die Urkunde iſt. 

213. Kehren wir zu unſerm Gegenſtande zuruͤck, dieſer iſt nemlich die Konſtruk— 
tionsart der Durchſchnitte krummer Flaͤchen. Wie wir im naͤchſtfolgenden Kapitel ſehen 
werden, haͤngt die allgemeine Loͤſung dieſer Aufgabe von derjenigen ab, wenn die eine 
der ſich durchſchneidenden Flaͤchen eine Ebene iſt. Wir haben uns aus dieſem Grunde 
hier vorerſt mit der Beſtimmungsart der ebenen Schnitte der krummen Flaͤchen zu be— 
ſchaͤftigen. 

214. Die Durchſchnittslinie einer krummen Flaͤche und einer Ebene, iſt nichts 
Anderes, als die Reihe der Punkte, in denen die Erzeugunglinie der krummen Fläche, 
in ihren verſchiedenen Stellungen die Ebene durchſchneidet. (Art. 66.) Nun aber kann 
dieſe Erzeugungslinie entweder eine gerade Linie ſeyn, oder eine einfach gekruͤmmte, 
oder drittens eine krumme Linie von gedoppelter Krümmung; und die Aufgabe: den 
Durchſchnitt einer krummen Flaͤche und einer Ebene zu konſtruiren, kommt alſo darauf 
zuruck, die Durchſchnitte jener drey genannten Gattungen von Linien durch eine Ebene 
zu beſtimmen. 

215. Wenu die vorgelegte Flaͤche durch eine Gerade erzeugt wird, ſo ſuche man 
den Begegnungspunkt irgend einer Erzeugungslinie mit der durchſchneidenden Ebene nach 
den bereits bekannten Methoden, und man hat einen Punkt der zu beſtimmenden hr 
ſchnittslinie. 

Dieſes Verfahren, bey einer hinreichend erachteten Anzahl von geraden Erfeugangsz 
linien wiederholt, giebt bey einer jeden einen ſolchen Durchſchnittspunkt; die Projektio— 
nen aller auf dieſe Weiſe gefundenen Punkte bilden eine horizontale und eine ver— 
tikale Kurve, es find die Projektionen des Durchſchnittes der krummen Flaͤche und der 
Ebene. 

216. Hat die krumme Flaͤche zur Erzeugungslinie eine ebene Kurve, ſo trifft 
dieſe Linie in irgend einer ihrer Stellungen, die durchſchneidende Ebene in einem, oder 
in einer gewiſſen Zahl von Punkten. Dieſe Punkte liegen aber ſowoh hin der Ebene der 
Erzeugungskurve, als auch in der durchſchneidenden Ebene, wenn man daher die Gerade 
konſtruirt, nach welcher dieſe beyden Ebenen ſich ſchneiden, ſo wird dieſe letzte Gerade, 
die Erzeugungskurve, mit der ſie in einer Ebene liegt in irgend einer Anzahl von Punk— 
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ten treffen, welches eben ſo viele Punkte des Durchſchnittes der vorgelegten krummen 
Flaͤche und der Ebene ſind. 

217. Der dritte Fall und zugleich der allgemeinſte iſt derjenige, wenn die krumme 
Flaͤche durch eine Linie von doppelter Krümmung erzeugt iſt. Um die Punkte zu finden, 
in denen eine ſolche Erzeugungslinie die durchſchneidende Ebene trifft, wendet man ein 
aͤhnliches Verfahren an, wie bey den einfach gekrümmten Linien. Man verſetzt die Linie 
von doppelter Kruͤmmung auf eine Flaͤche, welche die Gerade zur Erzeugungslinie hat. 
Die durchſchneidende Ebene wird dieſe Flaͤche nach einer krummen Linie ſchneiden, und 
da dieſe letzte Linie und die gegebene Erzeugungslinie, auf einer nemlichen Flaͤche liegen, 
ſo muͤſſen ſie ſich in einer gewiſſen Anzahl von Punkten begegnen; dieſe Punkte ſind 
dieſelben, in denen die Erzeugungslinie von „doppelter Krümmung die durchſchneidende 
Ebene trifft. Die Aufloͤſung dieſes dritten Falles wird durch dieſe Behandlung auf die 
des Erſten zuruͤckgebracht. 1 

Eine jede krumme Flaͤche iſt in der darſtellenden Geometrie durch ihre beyden Pro— 
jektionen gegeben, und mit dieſen Projektionen zugleich auch zwey projektirende Flaͤchen der— 
felben Linie, welche Flächen, wie bekannt zu dem Geſchlechte der Cylinder gehoͤren. Man 
konſtruire daher die Durchſchnitte dieſer projektirenden Flächen mit der gegebenen Ebene 
(Art. 215.); die Punkte, in denen die erhaltene Durchſchnittslinie und die gegebene 
Erzeugungslinie ſich treffen, und deren Projektionen in den nemlichen Senkrechten auf die 
Projektionsaxe liegen muͤſſen, ſind die Begegnungspunkte dieſer e mit der 
durchſchneidenden Ebene. \ 

218. Wenn zwey Flächen nach C Geſtalt und gegenſeitiger Stellung bekannt ſind, 
ſo iſt nicht nur die Linie ihres Durchſchnittes im Raume beſtimmt, ſondern alle Eigen— 
ſchaften dieſer Linie fließen auch unmittelbar daraus her. Nehmen wir an, man verlan— 
ge zum Beyſpiel die Tangente an irgend einem Punkte einer Kurve, die aus dem 
Durchſchnitte einer krummen Flaͤche und einer Ebene entſtanden ſey? — 

Wenn man durch den angegebenen Punkt eine tangirende Ebene zu der krummen 
Flaͤche fuͤhrt, welcher die vorgelegte Kurve angehoͤrt, ſo beruͤhrt dieſe Ebene die Durch— 
ſchnittslinie in dem gegebenen Punkt, und ſie enthaͤlt folglich die verlangte Tangente. 
(Art. 70.) Da aber die Tangente auch in der Ebene des Schnittes liegen muß, ſo 
kann ſie keine Andere ſeyn, als die Gerade, nach welcher dieſe letzte Ebene und die ge— 
nannte tangirende ſich ſchneiden. Die in der Ebene der Durchſchnittskurve und durch 
den Beruͤhrungspunkt gezogene Senkrechte auf die Tangente, waͤre die Normale zu der 
Kurve an demſelben Punkte. 
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Aufgaben über die Konſtruktion der ebenen Schnitte krummer Flaͤchen. 
Er ſte Aufgabe. 


Man ſoll den Durchſchnitt einer gegebenen Cylinderflaͤche und einer Ebene von 
bekannter Stellung en: 


2219. Wir ſetzen zuerſt voraus, daß, was immer thunlich iſt, die Stellung der 
Projektionsebene ſo gewaͤhlt ſey, daß die Eine ſenkrecht auf die Erzeugungslinie der Flaͤche 
ſey, und die Andere ſenkrecht auf die durchſchneidende Ebene, weil die Konſtruktionen 
ſich dadurch ſehr vereinfachen. Wir werden ſodann zur Uebung in den Projektionen 
die zwey Projektionsebenen auf beliebige Art geſtellt annehmen. 

220. Aufloͤſung. Erſter Fall: Die Erzeugungslinie der Slähe iſt ſenk— 
recht auf eine der Projektionsebenen, zum Beyſpiel, auf die Sorizontalebene, und 
die durchſchneidende Ebene iſt ſenkrecht auf die Andere genommen. 

Es ſey (A, 4 4.) (Taf. XX.) eine zu der Erzeugungslinie der Cylinderflaͤche pa— 
rallele Gerade; B C D E ſey der Riß dieſer Flaͤche auf der Horizontalebene, welcher zu: 
gleich die Projektion der unbeſtimmten Flaͤche iſt, und folglich auch die des zu ſuchenden 
Durchſchnitts; fg ſey die Vertikalprojektion der durchſchneidenden Ebene, welche Projek⸗ 
tion zugleich die der verlangten Durchſchnittslinie iſt; und die Senkre FG auf die Pro— 
jeftionsare L M ſey der Horizontalriß derſelben Ebene. Wenn man zu der Kurve 
B C D E und ſenkrecht auf L M die unbeſtimmten Tangenten Ee“, C c” zieht, fo find 
die Geraden ee“, cc’ die Projektionen der Erzeugungslinie in ihren aͤußerſten Stellun— 
gen. und die Punkte e, c, in welchen ſie die Projektion fg der durchſchneidenden Ebe— 
ne treffen, begraͤnzen auf der 7 g die Vertikalprojektion des verlangten Durchſchnitts. 

Dieſes feſtgeſetzt, wenn man durch einen beliebig genommenen Punkt CH, 2) des 
Durchſchnittes eine Tangente zu dieſem Schnitte führen will; fo iſt dieſe Tangente ein: 
mal in der durchſchneidenden Ebene enthalten, und ihre Vertikalprojektion iſt folglich die 
Gerade f , fie muß aber auch in der tangirenden Ebene zu der Cylinderflaͤche enthal— 
ten ſeyn (Art. 218.), ihre Horizontalprojektion iſt daher dieſelbe wie die der tangirenden 
Ebene, nemlich die Gerade FH N, welche den Riß BC D E in H berührt, Somit 
iſt, in Bezug auf den verlangten Durchſchnitt, alles beſtimmt. 

221. Nehmen wir nun an, dieſe Durchſchnittslinie ſolle, fo wie fie wirklich in ih— 
rer Ebene vorhanden iſt, Fonftruirt, und durch irgend einen ihrer Punkte eine Tangente 
zu ihr gezogen werden. 

Sollte die Vertikalebene zu weit von der Krummen B C D E abſtehen, fo kann 
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man eine zu ihr parallele und in das Innere der Linie BC D E gehende Vertikalebene 
annehmen, deren Horizontalprojektion die Parallele E C zu L M. ſeyn ſoll. Dieſe Ber: 
tikalebene ſchneidet die durchſchneidende Ebene nach einer Geraden, welche parallel zu ih— 
rer Projektion 7g tft, und wir nehmen an, die durchſchneidende Ebene drehe ſich um 
dieſelbe als Scharnier, um ſelbſt vertikal zu werden, und die verlangte Linie in ihrer 
wahren Geſtalt zu zeigen. } Dieſes feſtgeſetzt, denken wir uns, durch eine beliebige Ans 
zahl willkührlich auf C D E genommener Punkte H...ıc. vertikale Ebenen ſenkrecht 
auf die vertikale Projektionsebene geführt, deren Riſſe II K, 1! demzufolge ſenkrecht auf 
IL. M find. Jede dieſer Ebenen ſchneidet die durchſchneidende Ebene nach einer, auf das 
Scharnier rechtwinkligen horizontalen Geraden (H , 1); uͤberdem trifft in jeder Ebene, 
dieſe horizontale Gerade das Scharnier in einem Punkte (J, 7), und die Durchſchnitts— 
linie in zwey Punkten CH, 1), (K, 1“); endlich iſt dieſe Gerade mit allen ihren Thei— 
len gleich ihrer Horizontalprojektion. Nun aber, wenn die durchſchneidende Ebene ſich 
um das Scharnier dreht, um vertikal zu werden, ſo bleiben alle dieſe Geraden, welche 
anfaͤnglich horizontal waren, immer ſenkrecht auf das Scharnier und aͤndern ihre Groͤße 
nicht. Wenn man daher durch alle Punkte 1. . . auf fg die unbeſtimmten Senkrech⸗ 
ten 1 ., errichtet, und auf denſelben JH von ! nach 7 trägt, und J K von ! nach 4, 
fo erhält man eine beliebige Anzahl Punkte 1. , ., durch welche man die verlangte 
krumme Linie e A ch geben laßt, 

Um durch einen beliebig genommenen Punkt 7 der in ihrer Ebene konſtruirten 
Durchſchnittslinie e c eine Tangente zu führen, bringe man dieſen Punkt in feine 
urſpruͤngliche Stellung CH, 7) zuruͤck; man erhält ſodann die Horizontalprojektion der 
verlangten Tangenten, indem man die Gerade EN in H tangirend zu der Krummen 
B C D E fuͤhrt. Wenn man einen beliebig genommenen Punkt (N, 4) des Durch⸗ 
ſchnittes der tangirenden Ebene H N und der Ebene (8 F, f 2) auf die Vertikalebene 
E C zurücklegt, indem man auf / g die Senkrechte 4 n zieht und auf derſelben A N 
von a nach, traͤgt, fo iſt der Punkt n ein zweyter Punkt der verlangten Tangente, 
und dieſe iſt folglich die Gerade J n. 


222. Wir haben als Beyſpiel einen geraden kreisfoͤrmigen Cylinder gewählt: der 
Schnitt deſſelben durch die gegebene Ebene iſt eine Ellipſe, deren Axen die Geraden €’ c’, 
5 d find. Welches übrigens die gegebene Linie BC D E ſeyn mag, ſo iſt erſichtlich, 
daß der Durchſchnitt “ c die Eigenthuͤmlichkeit beſitze, daß an irgend einem feiner 
Punkte die Subtangente a’ n gleich ſey, der Subtangente AN des Erſten. Dieſe Ei. 
genthumlichkeit, welche bey dem Kreiſe und der Ellipſe, wenn dieſe Linien eine gemein: 
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ſchaftliche Axe haben, ganz bekannt iſt, findet bey denſelben nur darum ſtatt, weil fie die 
Durchſchnitte einer nemlichen Cylinderfiache durch zwey verſchiedene Ebenen find, 


Aufwicklung des geraden Cylinders. 


223. Nehmen wir an, man verlange die Aufwicklung der Cylinderflaͤche zu konſtrui— 
ren, und auf derſelben die erhaltene Durchſchnittslinie zu verzeichnen. 

Wenn man alle Kanten des Cylinders als eben ſo viele Scharniere betrachtet, um 
welche ſich die Elemente der Flaͤche drehen, um ſich nacheinander auf eine und dieſelbe 
Ebene aufzulegen, ſo werden dieſe Kanten auch nach der Aufwicklung parallel unter ſich 
ſeyn, und es iſt einleuchtend, daß ein Schnitt des Cylinders, wie (B C D E, e c) def 
ſen Ebene ſenkrecht auf ſeine Kanten iſt, ſich durch die Aufwicklung in eine gerade Linie 
verwandle. Denn die unendlich kleinen Boͤgen dieſer Linie, welche auf jedem Element 
des Cylinders liegen, und welche man als geradlinig betrachten kann, ſind ſenkrecht auf 
die parallelen Geraden, um welche ſich dieſe Elemente drehen, ſie fallen daher, nach 
der Aufwicklung, einer in die Verlaͤngerung des andern, das heißt in eine gerade Linie. 

Nachdem man ſonach die Linie 8 C D E (Fig. 1.) mit allen ihren Abtheilungen 
Rauf eine Gerade R Q. (Fig. 2.) aufgewickelt hat, und durch die Theilpunkte der K 2 
unbeſtimmte Senkrechte errichtet, ſo ſind dieſe auf der Aufwicklung, die Stellungen der 
verſchiedenen Kanten des Cylinders; und man braucht nur noch auf dieſen Senkrechten 
die Theile der entſprechenden Kanten aufzutragen, welche zwiſchen dem ſenkrechten Schnitt 
(B CD E, e c) (Fig. 1.) und der durchſchneidenden Ebene gefaßt find. Nun aber 
ſind dieſe Theile der Kanten gleich ihren Vertikalprojektionen, und dieſe Projektionen ſind 
alle, einerſeits an der Geraden L. M, und andernſeits an der Geraden f begraͤnzt. 
Wenn daher der Punkt N, zum Beyſpiel, auf der Geraden K Q (Fig. 2.) nach 8 fallt 
und man trägt 1 auf der, durch 8 gehenden Senkrechten, von S nach J, fo iſt T auf 
der anfgewicelten Flaͤche der Punkt, in welchem die durch S gehende Kante von der 
durchſchneidenden Ebene geſchnitten wird. Die Linie X T V2, welche durch alle auf 
die nemliche Art beſtimmten Punkte geht, iſt die, in welche ſich der vorliegende Schnitt 
durch die Aufwicklung verwandelt. 0 

224. Es iſt hier zu bemerken, daß obſchon die Durchſchnittsline des Cylinders 
Rund der Ebene eine geſchloſſene, in ſich zuruͤckkehrende Linie iſt, fie ſich durch die Auf 
wicklung doch in eine ſolche Linie verwandle, die ſich in immer wiederholten Umwaͤlzun⸗ 
gen ins Unendliche erſtreckt. Es iſt in der That leicht einzuſehen, daß man die Abthei— 
lungen der Krummen BC DE (big. 1.) nach ihrer Reihenfolge unzaͤhlige male hinter: 
einander auf der Geraden R 2 (Fig. 2.) auftragen koͤnne, und zwar nach den beyden 
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entgegengeſetzten Seiten dieſer Geraden; indem durchaus kein Grund vorhanden iſt, aus 

welchem dieſer Operation irgendwo eine Graͤnze angewieſen werden ſollte. Durch jede 
ſo aufgetragene Laͤnge der Linie BC D E (Fig. 1.) würde man auch wiederum 
einen neuen, dem ſchon gefundenen ganz aͤhnlichen Zweig der Aufwicklung des Schnittes 
(B CD E, ec“) erhalten. 

225. Die angegebene Konſtruktion der Figur 2 liefert ein eben ſo einfaches, als 
genaues Mittel, um auf einem, dem gegebenen Cylinder gleichen koͤrperlichen Cylinder 
die Wirkung des Schnittes der Ebene (FE G, Fg) (Fig. 1.) aufzutragen. Denn man 
brauchte nur die ebene Flaͤche P 2 P’ Q (Fig. 2.) dergeſtalt auf den koͤrperlichen Cy— 
linder aufzurollen, daß die Punkte P und in Einen zuſammen fielen, fo wuͤrde die 
Linie X T V2 auf dieſem Cylinder eine, dem Schnitte (B CD E} Ye), UE 
vollkommen gleiche krumme Linie bilden. 

Es iſt einleuchtend, daß wenn man die Tangente an dem Punkt (H, 10 (Fig. 1.) 
verlaͤngert, bis ſie die horizontale Projektionsebene in einem Punkt F trifft, und ſodann 
HF auf der K Q (Fig. 2.) von S nach U trägt; die Gerade T U Tangente zu der 
aufgewickelten Durchſchnittslinie ſen. Denn das Element, das irgend eine Linie einer 
aufwickelbaren Flaͤche mit ihrer Tangente gemein hat, veraͤndert durch die Aufwicklung 
den Winkel nicht, den daſſelbe mit der durch den Beruͤhrungspunkt gehenden Kante der 
Flaͤche macht; daher bleibt auch der Winkel, den die Tangente mit der Berührungskante 
bildet, ſowohl auf der Flaͤche, als auf ihrer ee unveraͤndert. 


3 ˖ nase va Denkt. (Taf. xxl) 


Die Cylinderflaͤche und die durchſchneidende Ebene find in beliebiger Stellung. 
gegen die Projektionsebenen angenommen. 


226. Aufloͤſung. Es ſey (e g, & 8.) eine Parallele zu der Erzeugungslinie 
der Cylinderflaͤche; A C B E der auf der Horizontalebene gegebene Riß derſelben; und 
(H G, 6 f) die durchſchneidende Ebene. Da die Neigung dieſer Ebene gegen die Kan— 
ten des Cylinders durchaus in keiner Beziehung mit der vorliegenden Aufgabe ſteht, ſo 
haben wir dieſe Neigung rechtwinklig angenommen, und folglich die Riſſe HG, G / wech— 
ſelsweiſe ſenkrecht auf * B, und « 3, um die aus dieſer Annahme ſich ergebenden Kon: 
ſtruktionen bey der Löfung der naͤchſtfolgenden Aufgabe benutzen zu koͤnnen. Die Pro— 
jektionen der begraͤnzenden Kanten des Cylinders beſtimme man wie bereits angegeben. 
(Art. 78.) | 

Nachdem dieſes geſchehen, denke man ſich eine Reihe von Ebenen, welche ſaͤmmtlich 
parallel zu der Erzeugungslinie der Cylinderflaͤche, und ſenkrecht auf eine Projektions— 
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ebene ſind, zum Beyſpiel ſenkrecht auf die Horizontalebene. Jegliche von dieſen Ebenen 
wird ſich auf die Honrizontalebene nach einer zu * parallelen Geraden A C Q....1c 
projektiren, und ſie wird die Cylinderflaͤche nach zwey Erzeugungslinien ſchneiden, welche 
die Horizontalebene in den Begegnungspunkten C, & der Geraden A Q und der Kurve 
AC B E treffen. Man erhält demnach die Vertikalprojektionen dieſer nemlichen Erzeu— 
gungslinien, wenn man die Punkte A, C auf die Vertikalebene nach a und c projektirt, 
und durch dieſe letzteren Punkte zu K g“ die Parallelen a i, cp zieht. Aber die Ver: 
tifalebene A C 2 ſchneidet die gegebene Ebene nach einer Geraden, welche durch den 
Punkt (K, A) geht, und deren Vertikalprojektion die Gerade n iſt. Um einen zwey— 
ten Punkt u dieſer letzten Geraden zu finden, ziehe man durch einen willkuͤhrlich genom— 
menen Punkt (F, /) des Riſſes G / eine in der Ebene CH G, G /) gelegene Horizontale 
(F N, f n); dieſe ſchneidet die Vertikalebene A C Quin einen Punkt, deſſen Horizontal: 
projektion N if, und als deſſen Vertikalprojektion man den geſuchten Punkt n findet. 
Die Begegnungspunkte 7, 5 der Geraden A n mit den Parallelen a 7, cp find daher die 
Vertikalprojektionen derjenigen Punkte, in deren die Erzeugungslinien (A 2, 4 1), 
(C 2. die Ebene CH 6, G /) treffen: man bringe dieſe Punkte in Horizontal; 
projektion nach J, P, und man hat die Projektionen zweyer Punkte der zu beſtimmen— 
den Durchſchnittslinie. 

Iſt die Richtung n & der Vertikalprojektion eines Schnittes der angenommenen 
Hülfsebenen und der Ebene (H 6, G 7) einmal bekannt, fo ergeben ſich die Punkte 
beyder Projektionen der geſuchten Durchſchnittslinie auf ſehr einfache Art. Man braucht 
nur die Punkte K, O, . . . bc. in denen die verſchiedenen Vertikalebenen A Q, E K. . 2c. 
den Riß H G treffen, auf die Vertikalebene zu projektiren, wodurch man eine Reihe von 
Punkten K, O. . . 2c. erhält, und durch die Letzteren zu n A die Parallelen o .. ꝛc. 
zu ziehen; die Begegnungspunkte einer jeden Parallelen mit den entſprechenden Projek— 
tionen 5% c m der Kanten des Cylinders bringe man in Horizontalprojektion auf die 
zugehoͤrigen Geraden E K.., fo erhält man die weiteren Punkte (L, 7), (M, Mm). . 2c. 
des verlangten Durchſchnittes, deſſen Projektionen I PL M, i m/p man verzeichnen 
kann, fo wie man eine zureichende Zahl jener Punkte beſtimmt hat. 

227. Um die Tangenten zu dieſen beyden Projektionen an den Punkten L, “ 
zu erhalten, erinnern wir uns, daß dieſe Tangenten die Projektionen der Tangente zu der 
Durchſchnittslinie ſind. Da nun aber dieſe letzte Tangente ſowohl in der durchſchneiden— 
den Ebene, als in der tangirenden Ebene zu dem Cylinder an dem Punkt (L, 7) ent 
halten iſt, ſo kann der Punkt zum Beyſpiel, in welchem ſie die Horizontalebene durch— 
ſchneidet, kein anderer feyn, als der Begegnungspunkt der Horizontalriſſe jener bey— 
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den genannten Ebenen, nnd wenn man die Projektionen dieſes Begegnungspunktes mit den 
entſprechenden Punkten L, 7 verbindet, fo hat man die verlangten Tangenten, oder die 
Projektionen der Tangente zu der Durchſchnittslinie am Punkt (I, 7). Aber die tangi⸗ 
rende Ebene zu dem Cylinder an dieſem Punkt hat als Horizontalriß die Tangente in 
D zu dem Riſſe A C D E. Man ziehe daher dieſe Tangente und verlängere fie bis zu 
ihrer Begegnung in H mit dem Riſſe H G; den Punkt II bringe man in Vertikalpro⸗ 
jeftion nach „; man ziehe die Geraden HL, h 7, und man hat die verlangten Tan⸗ 
genten. 


228. Nach dem (Art. 128. J.) Geſagten iſt es erſichtlich, daß auf der Horizontal; und 
Vertikalebene die geraden Begraͤnzungslinien der Projektion des Cylinders die reſpektiven 
Projektionen der Kurve (IML P, i / m 5) berühren muͤſſen. Allein es iſt eben fo 
leicht einzuſehen, daß die beyden, durch die Geraden ya, e geführten Vertikalebenen 
tangirend zu dem gegebenen Cylinder ſeyen. Die Schnitte dieſer Vertikalebenen und der 
Ebene (HG, G f) find daher auch berührend zu dem Durchſchnitte des Cylinders und 
derſelben Ebene. Durch die Anwendung der genannten Vertikalebenen y u, d erhaͤlt 
man ſonach zu gleicher Zeit zwey Punkte (e, “) (s, s) des geſuchten Durchſchnittes 
und die Tangenten (u e, H €), ( s, = s.) an denſelben Punkten. | 


229. Soll die Durchſchnittslinie fo konſtruirt werden, wie fie in ihrer Ebene vor: 
handen iſt; fo nehme man die Ebene (H G, G /) ſammt dem in ihr enthaltenen Durch⸗ 
ſchnitte um ihren Riß HG gedreht, und auf die horizontale Projektionsebene zuruͤckge⸗ 
legt an. Bey der Bewegung der Ebene wird jeglicher Punkt des Schnittes, zum Bey: 
ſpiel der in L projektirte, den Umfang eines Kreiſes beſchreiben, deſſen Ebene vertikal 
it, und unbeſtimmt in der Geraden BL O projektirt. Der Mittelpunkt dieſes Kreiſes 
iſt in O, und ſein Halbmeſſer die Hypothenuſe eines rechtwinkligen Dreyeckes, deſſen 
Seiten O L und / find. Traͤgt man daher dieſe Laͤnge auf der Geraden B L von 
O nach R, fo iſt R die Stellung des Punktes (L, 2) der Durchſchnittslinie des Cylin⸗ 
ders, nachdem die Ebene derſelben ſich auf die horizontale Projektionsebene zuruͤckgelegt 
hat. Die durch alle, auf ähnliche Art konſtruirten Punkte gezogene Krumme KS 2 
iſt dieſe Durchſchnittslinie ſelbſt in ihrer Ebene betrachtet. 

Die Tangente an irgend einem Punkt R der Krummen RS 2 ergiebt ſich nach 
der einzigen Bemerkung, daß dieſe Tangente waͤhrend der Bewegung der durchſchneiden⸗ 

en Ebene nicht aufhört, durch den Punkt H zu gehen, wo fie die Horizontalebene 
durchſchneidet: II R iſt daher dieſe Tangente. 

Mittelſt der Zurücklegung der Ebene (H 6, 6/) auf die vertikale Projektionsebene 
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hätte man die, der Krummen RS Q Z ganz gleiche Krumme R TS’ erhalten, und 
zwar durch ein ganz aͤhnliches Verfahren. 


Aufwicklung des ſchiefen Cylinders. 


230. Wir haben bereits (Art. 223.) geſehen, daß bey der Aufwpicklung irgend 
einer Cylinderflaͤche die Kanten derſelben ihre parallele Stellung unter ſich beybehalten. 
Es folgt aus dieſem, daß jede Linie, welche die ſaͤmmtlichen Kanten einer Colinderflaͤche 
unter einem nemlichen Winkel durchſchneidet, ſich durch die Aufwicklung der Flaͤche in 
eine gerade Linie verwandle. Die einfachſte Linie dieſer Art iſt der gerade Schnitt 
des Cylinders, das heißt, der Schnitt durch eine auf die Erzeugungslinie der Fläche 
ſenkrechte Ebene. Dieſer Schnitt wird in der Aufwicklung eine Gerade, welche die pa: 
rallelen Kanten rechtwinklig durchſchneidet. Wenn man daher dieſen Schnitt des Cylin— 
ders auf einer Ebene rektifizirt und durch jeden feiner Punkte eine Gerade zieht, welche 
auf ihn ſenkrecht iſt, fo bildet das Ganze dieſer ſenkrecht Geraden die vollſtaͤndige Auf: 
wicklung des Cylinders. 


Es ſey der (Taf. XXI. Fig 1.) gegebene ſchiefe kreisfoͤrmige Cylinder aufzuwickeln 


und die kreisfoͤrmige Grundlinie deſſelben auf die Aufwicklung überzutragen. 

Nachdem man zu dieſem Ende den geraden Schnitt (IL M P, 1 m“ p), und die 
"Zurücklegung K 8 Q dieſes Schnittes auf eine der Projektionsebenen konſtruirt hat, theile 
man die Kurve RS Q in Bögen V X, X Z, VS. ... V R, R , die klein genug find, 
um von ihren reſpektiven Sehnen nicht bemerkbar zu differiren. Sodann trage man auf 
einer willkuͤhrlich gezogenen Geraden gg’ (Fig. 2.) und von einem Punkt o dieſer Ger 
raden anfangend, auf einer Seite nacheinander die Theile V X, X V, V Z. . c. 
(Fig 1.) nach „ , * y, y 2 (Fig. 2.); ſodann die Theile VR, R. ie, ig 1. 
von „ (Fig. 2.) nach v r,r 2. . . ꝛc. Die unbeſtimmte Gerade 7 9 ſtellt die Rektifi— 
kation der Kurve RS O (Fig. 1.) vor, wenn man nemlich dieſe Kurve als unendliche 
male in ſich ſelbſt zuruͤcklaufend betrachtet. 

Wenn man ſofort durch die verſchiedenen Punkte v,x, y... 7, 2. . . bc. der unbe⸗ 
ſtimmten Geraden 9% Senkrechte auf dieſe Gerade errichtet, Jo hat man die verſchiede— 
nen Kanten des Cylinders, die den Punkten V, X, V.... R, Z. . . (Fig. 1.) entſpre⸗ 
chen, und das Stuͤck der Ebene der Fig. 2., was zwiſchen den zwey Senkrechten za, 
q u gefaßt iſt, ſtellt das Stuͤck der Aufwicklung des Cylinders vor, was einem Umlaufe 
der Kurve VRSO (Fig. 1.) entſpricht. 

Wir haben den Punkt „ (Fig. 2.) genommen, um den Punkt V (Fig. 1.), oder 
was das nemliche iſt, den Punkt (P, p) vorzuſtellen; den Punkt r (Fig 2.) um den 
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Punkt R (Fig. 1.) oder den Punk (L. 1) vorzuſtellen ꝛe. Um daher die Grundlinie 
A CD E des Cylinders auf die Aufwicklung uͤberzutragen, braucht man nur die wah— 
ren Längen der Kanten des Cylinders, die zwiſchen der Grundlinie und dem geraden 
Schnitte gefaßt ſind, auf die entſprechenden Senkrechten der Figur 2 aufzutragen; zum 
Beyſpiel die Lange (P C,p I von v nad) c (Fig. 29 die Laͤnge (L D, 1 d) N 1). 
von r nach 4 (Fig. 2) u, ſ. w., und man erhält jedesmal einen Punkt c, d. . ꝛc. der 
uͤbergetragenen Grundlinie 

Es iſt einleuchtend, daß die ſolchergeſtalt erhaltene Linie 4 dc à ſich nach beyden 
Seiten ins Unendliche erſtrecke. Das zwiſchen den Punkten a, a’ gefaßte Stuͤck dieſer 
Linie entſpricht einen Umlaufe der Kurve A. C D E (Fig. 1). 

231. Will man an irgend einem Punkt d der Kurve 4 d d e (Fig. 2.) die 
Tangente erhalten; fo ziehe man durch dieſen Punkt die Senkrechte d r auf g J; man 
beſtimme ſodann auf dem geraden Schnitte (Fig. 1) den Punkt (L, 7), welcher dem 
Punkte r, (Fig. 2) entſpricht, und indem man durch (IL, 7) die Erzeugungslinie des 
Cylinders fuͤhrt, findet man den Punkt D der Grundlinie als entſprechenden Punkt des 
Punktes (Fig. 2) der Aufwicklung. Iſt dieſes geſchehen; fo ziehe man in D die Tan— 
gente zu der Grundlinie A CE D, woraus man die Tangente (H L, A7) zu dem ger 
raden Schnitte in (L. 7) und die Tangente RH zu der Kurve R 8 Qableitet. 

Nun aber liegt die Tangente D H mit der Tangente (HL, “) in einer nem: 
lichen tangirenden Ebene zu dem Cylinder, und ſie bildet mit der Geraden (L D, 7d) 
ein in (L, 7) rechtwinkliges Dreyeck, deſſen Hopothenuſe H D, und deſſen eine Seite 
gleich H Rift. Man trage daher die Laͤnge RH (Fig. 13 auf 9% (Fig. 2) von r 
nach ; und ziehe h d, fo bildet man ein Dreyef dr gleich dem Dreyecke (D LH, 
d 1 ) (Fig. 1); und da der Winkel (H DL, Ad!) der Erzeugungslinie und der 
Tangente ſich durch die Aufwicklung des Cylinders nicht aͤndert, ſo iſt einleuchtend, daß 
die Gerade „d (Fig. 2) Tangente in d zu der Kurve dc dca fe. 


Zweyte Aufgabe. 


Man ſoll den Durchſchnitt einer Kegelflaͤche durch eine gegebene Ebene Fon: 
5 ſtruiren? 


232. Aufloͤſung Wir nehmen als Beofpiel einen geraden kreisfoͤrmigen Kegel, 
und, um ſo einfach als moͤglich zu operiren, nehmen wir die horizontale Projektionsebene 
ſenkrecht auf die Axe des Kegels, und die vertikale Projektionsebene ſenkrecht auf die 
durchſchneidende Ebene an. 
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Es ſey (A, 4) (Taf. XXII.) der Mittelpunkt der Kegelflaͤche; der aus A als 
Mittelpunkt beſchriebene Kreis BC DO ſey der Schnitt des Kegels durch die horizon— 
tale Projektionsebene F d ſey der vertikale Riß der durchſchneidenden Ebene, und die 
Senkrechte F E auf die Projektionsaxe LM ihr horizontaler Riß. Man beſtimmt die 
Graͤnzen 4 u, J as der Vertikalprojektion des Kegels, indem man die Endpunkte KR 
des zu L M parallelen Durchmeſſers des Kreiſes 8 CD 2 nach rund y projektirt, und 
dieſe Punkte mit der Projektion a des Mittelpunktes der Fläche verbindet. 

Dieſes feſtgeſetzt, ſo ſieht man ſogleich, daß die zwey Punkte B, C, in denen ſich 
die Riſſe des Kegels und der durchſchneidenden Ebenen begegnen, nothwendig zwey Punk— 
te ihrer gemeinſchaftlichen Durchſchnittslinie ſind. Auf der Vertikalebene iſt dieſer Durch— 
ſchnitt unbeſtimmt in der Geraden F projektirt; aber die Punkte m und g beftimmen 
die Graͤnze dieſer Projektion, man bringe daher dieſelbe Punkte in Horizontalprojektion 
nach M und G auf der Geraden K Q, fo hat man zwey weitere Punkte der Horizon— 
talprojektion des verlangten Durchſchnittes. 

Um andere Punkte dieſer Linie zu erhalten, konſtruire man eine beliebige Zahl von 
geraden Erzeugunglinien (H K, 2 &), (H' K, * 40 . . . . c.; man beſtimme die Punkte 
(1,2), (IL, 7), in denen fie die durchſchneidende Ebene treffen, fo find dieſe die geſuchten. 

Die auf ſolche Weiſe erhaltene Durchſchnittslinie beſteht aus zwey, auf beyden 
Netzen der Kegelflaͤche gelegenen Zweigen (B J M C.. . P G P', FM... g d). Aus 
der Stellung des Riſſes F d laßt ſich ſchließen, daß der Kegel und die durchſchneidende 
Ebene immer fortfahren werden ſich zu durchſchneiden, wie weit man ſie auch verlaͤnge— 
ren moͤge, und daß demnach die beyden Zweige ihres Durchſchnittes ſich ins Unendliche 
ausdehnen werden. 

233. Um jedoch ſogleich beſtimmen zu koͤnnen, ob die Durchſchnittslinie eines Ke— 
gels und einer Ebene aus geſchloſſenen oder unendlichen Zweigen beſtehe, bemerke man 
nur, daß dieſer Umſtand allein davon abhaͤngt, ob die durchſchneidende Ebene die ſaͤmmt— 
lichen Kanten der Kegelflaͤche trifft, oder ob ſie einer oder mehreren nicht begegnet, was 
aber nur alsdann geſchehen kann, wenn dieſe Kanten parallel zu der ſchneidenden Ebene 
waͤren. Im erſten Falle waͤre die Durchſchnittslinie geſchloſſen, im andern Falle beſtuͤnde 
ſie aus unendlichen Zweigen. 

Um ſofort zu finden, ob die vorliegende Kegelflaͤche Kanten habe, welche parallel 
zu der durchſchneidenden Ebene find, führe man durch den Mittelpunkt (A, a) der Flaͤ⸗ 
che eine Ebene parallel zu der durchſchneidenden. Dieſe Ebene ſchneidet in unſerm Bey⸗ 
ſpiele den Kegel nach zwey Kanten Cd A, & a), ( A, ; œ a), welche ſonach parallel zu 
der Ebene (E F, F d) find, und von dieſer letzteren nicht getroffen werden koͤnnen, 
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außer im Unendlichen. Es folgt hieraus, daß die beyden Zweige der geſuchten Durch: 
ſchnittslinie ſich ins Unendliche erſtrecken. Die Reihe von Erzeugungslinien, welche durch 
die Punkte des Bogens J R g gehen, treffen die durchſchneidende Ebene in den Punkten 
des Zweiges (B MC, F m). Die Erzeugungslinien hingegen, welche den Punkten des 
Bogens d 2g entſprachen, bilden durch ihr Zuſammentreffen mit der durchſchneidenden 
Ebene den oberen Zweig (PG P, g d) des Durchſchnittes. 


234. Man erhält die Tangente an irgend einem Punkte der gefundenen Durch— 
ſchnittslinie, wenn man die Gerade konſtruirt, nach welcher die tangirende Ebene an 
demſelben Punkte des Kegels, der durchſchneidenden Ebene begegnet. 

Wenn, wie in unſerem Beyſpiele, die Durchſchnittslinie der Kegelflaͤche und der 
Ebene aus unendlichen Zweigen beſteht, ſo kann es ſeyn, daß dieſe Linie Tangenten ha— 
be, welche dieſelbe an den Punkten im Unendlichen berühren, und welche man die 
Aſymptoten des Schnitts nennt. Aber auch dieſe Tangenten find nichts anderes, als 
die Durchſchnitte der Ebenen, welche den Schnitt im Unendlichen berühren, mit der 
durchſchneidenden Ebene. 

Da wir nun die Erzeugungslinien (d A, c 4), (BA, 0% a) kennen, auf denen die 
Punkte im Unendlichen liegen, ſo koͤnnen wir auch die tangirenden Ebenen an dieſen 
Punkren konſtruiren. Dieſe Ebenen haben haben als Horizontalriſſe die Tangenten 9 g, 
Br zu dem Kreiſe BC D Q an den Punkten 9, Z. Dieſe Riſſe treffen den Riß E F 
in den Punten &, X, welche daher den Aſymptoten des Schnittes angehoͤren. Aber dieſe 
Aſymptoten muͤſſen wechſelsweiſe parallel ſeyn, zu den Erzeugungslinien (d A, d), 
( A, & g), weil die durchſchneidende Ebene ſowohl als die beyden tangirenden Ebenen, | 
wechſelſeitig parallel zu dieſen Erzeugungslinien find. Daher endlich find die Parallelen 
e 0, 2 C zu den Projektionen d A, RA die Horizontalprojektionen der geſuchten Aſymp⸗ 
toten. 5 5 

235. Will man die Zuruͤcklegung der Ebene des Schnittes (B MC. PGP, 
F m.. g d) auf eine der Projektionsebenen konſtruiren, um dieſen Schnitt in feiner 
wahren Geſtalt zu erhalten, fo verfahre man auf dieſelbe Weiſe wie bey den beyden 
vorhergehenden Faͤllen. In unſerer Figur (Tat. XXII.) haben wir die Ebene des 
San als Ruf die vertikale Projektionsebene zurückgelegt angenommen, und die Kurve 
(5% Ni, , y, g ,) als die Geſuchte erhalten. Sollen die Aſymptoten S. 9, „ Oder 
in ihrer Ebene konſtruirten Durchſchnittslinie beſtimmt werden, fo find für jede von ih⸗ 
nen zwey Punkte noͤthig: man ziehe zum Beyſpiel. 8“ E ſenkrecht auf E 4 und trage 
die Weite 1 FP von F nach z; die Weite L F von F nach K, ferner ziehe man PP 
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ebenfalls ſenkrecht auf Fd und beſtimme auf derſelben zwey weitere Punkte, deren Abſtaͤnde 
von der Geraden Fd auf der Vertikalen P P’ gemeffen werden; fo hat man das Geſuchte. 


Aufwicklung des geraden kreisfoͤrmigen Negels. 


236. Bemerken wir vorerſt, daß, wenn eine Kegelflaͤche ſich aufwickelt, um eben 
zu werden, die geraden Linien dieſer Flaͤche weder Geſtalt noch Groͤße aͤndern, weil jeg— 
liche nach der Reihe das Scharnier wird, um welches die Aufwicklung ſich bewerkſtelligt: 
ſonach bleiben alle Punkte der Flaͤche ſtets in der nemlichen Entfernung von dem Mit— 
telpunkte. Wenn aber eine Kegelflaͤche gerade und kreisfoͤrmig iſt; fo find alle Punkte 
der kreisfoͤrmigen Baſis gleich weit vom Mittelpunkte entfernt; fie müffen daher auf der 
Aufwicklung abermals in gleicher Entfernung von dem Mittelpunkte ſeyn, und folglich 
auf einem Kreisbogen, deſſen Halbmeſſer gleich iſt, der beſtaͤndigen . des Mit⸗ 
telpunktes der Flaͤche von ihrer kreisfoͤrmigen Grundlinie. . 

Hat man daher auf einer Ebene (Tak XXIII.) einen Punkt a genommen, um 
auf der Aufwicklung den Punkt (A, 4) des (Taf. XXII.) gegebenen Kegels vorzuſtel⸗ 
len; und man beſchreibt aus dieſem Punkt als Mittelpunkt, und mit einem Halbmeſſer 
| ale ar (Taf. XXII.) einem beſtimmten Kreisbogen g rg (Taf, XXIII ), fo if} die⸗ 
fer Kreisbogen auch unbeſtimmt, die Aufwicklung der Grundlinie 3 C D des gegebe— 
nen Kegels (Taf. XXII.). Nehmen wir nun die beliebig gezogene Gerade r a u 
(Taf XXIII.) um die Kante (RA Q, ra) (Taf. XXII.) vorſtellen, und indem 
wir annehmen, die Flaͤche oͤffne ſich nach der Kante ( A R, 4s); trage man den 
Bogen R B Qauf den Bogen 7 (Taf. XXIII.) von r nach g und den Bogen 
R C (Taf. XXII.) von r (Taf. XXIII.) nach rc ;, ziehe ſodann die Geraden 
gas, Jas, ſo werden dieſe beyden Geraden der Kante ( AR, s (Taf. XXII.) 
entſprechen, dergeſtalt, daß der 3 4 %% die Aufwicklung des untern Netzes der 

Kegelflaͤche, und der Ausſchnitt ass die Aufwicklung ihres oberen Netzes vorſtellt, 

Um nun den Schnitt des Kegels duch die gegebene Ebene auf der Aufwicklung 
zu erhalten, fange man damit an, die verſchiedenen Kanten der Kegelflaͤche uͤbertragen. 
Zum Beyſpiel, man trage den Bogen R H (Taf. XII.) von r (Taf XXIII.) nach 
n und ziehe die Gerade 7 4, fo hat man auf der Aufwicklung die Stellung der Kante 
(H AK, Aa) Taf. XXII.) beſtimmt. Auf dieſer Kante liegt der Punkt (I, 7) des 
Schnittes; man trage daher die Entfernung (TA, ia) = a / dieſes Punktes von dem 
Punkt (A, a) auf der Aa (Taf XXIII.) von 4 nach. „ und man hat einen Punkt 
der uͤbertragenen Durchſchnittslinie. Durch dieſe, bey einer hinlaͤngl ichen Zahl von Punk; 
“ten des Schnittes (B M C., PG P, F M.. g d) (Taf. XXII.) wiederholte Opera’ 
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tion erhält man die Uebertragung („ m .. g p d.. g p d’) (Taf. XXIII.) dieſes 
Schnittes auf der Aufwicklung. 

Nach der Vorausſetzung, daß die Kegelflaͤche (Taf. XXII.) ſich an der Kante 
(QAR, gas) öffne, iſt es erſichtlich, daß der obere Zweig des uͤberzutragenden 
Schnittes ſich auf der Aufwicklung des Kegels in zwey Theile g p d, g Y, d' theilen 
muͤſſe. 1 

237. Die Aſymptoten des Schnittes der Kegelflaͤche und der Ebene (G F, F d) 
(Taf. XXII.) traͤgt man auf die Aufwicklung (Taf XXIII.) uͤber, indem man ſie als 
Tangenten an den Punkten des Schnittes im Unendlichen betrachtet. Run ſind aber 
die beyden Aſymptoten in den tangirenden Ebenen zu dem Kegel in 8 und J enthalten 
«Taf, XXII.), in welchen Ebenen auch die zu der durchſchneidenden Ebenen parallelen 
Kanten ( A, c a), CB A, & a) gelegen ſind; die Aſopmtoten werden folglich in der 
Aufwicklung weder ihre parallele Lage gegen dieſe Kanten, noch ihre reſpektiven Entfer⸗ 
nungen von denſelben veraͤndern. Nachdem man daher auf der Taf. XXIII, (Fig. l.) 
die Stellungen 8. 4, 9“ a jener Kanten beſtimmt hat, fo ziehe man 8“ * ſenkrecht auf 
ß a; mache A = g N (Taf. XXII.) und ziehe 1 O, fo hat man die eine Aſymp⸗ 
tote übergetragen, und auf gleiche Weiſe beſtimme man die Stellung g 8 der Zwey- 
ten. Dieſe fo gefundenen Geraden * O, 8 I ſind beyde wiederum Aſymptoten zu 
der Kurve db mc, und die Eine iſt noch Aſymptote zu dem Kurvenſtuͤck g p d, und die 
Andere zu dem Kurvenſtuͤck g 5 d. 

238. Um die beyden vorliegenden Figuren (Taf. XXII. XXIII.) moͤglichſt deutlich 
zu machen, haben wir die Kegelflaͤche (Taf. XXII.) begraͤnzt angenommen: einmal durch 
die horizontale Projektionsebene, und zweytens, durch die horizontale Ebene 8 ½ deren 
Abſtand vom Mittelpunkt (A, a) gleich A a tt, fo, daß der Schnitt der Kegelflaͤche 
und dieſer Ebene ein Kreis iſt, vom Halbmeſſer a’ 4 , und deſſen Horizontalpro— 
jektion mit dem Kreiſe B C D zuſammenfaͤllt. Es iſt einleuchtend, daß die Aufwick— 
lung dieſes Schnittes s u mit der Aufwicklung der Baſis B C D in einen einzigen 
Umkreis zuſammenfalle. 

Wir haben ebenfalls die Aufwicklung „7 (Taf XXIII.) des Kreiſes B C D 2 
als an den Punkten 9, / begraͤnzt angenommen, fo daß der Bogen g r einem Um: 
laufe des Kreiſes B CD Q entſpricht. Dieſe Graͤnze iſt jedoch offenbar ganz willkuͤhr— 
lich und nur die erfoderliche Einfachheit der Zeichnung hat dazu beſtimmt. Durch 
fortgeſetzte Uebertragung der Punkte des Kreiſes 3 CD Qu würde man auch immer wie 
der einen neuen Zweig der Aufwicklung des Schnittes (E M C.. P G P, FM. g d 
erhalten haben, welcher dem ſchon gefundenen ganz gleich wäre, fo daß die vollſtaͤndige 
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Aufwicklung dieſes Schnittes aus einer unendlichen Anzahl abgeſonderter Zweige beſtüuͤnde. 
Nur wenn der Bogen g rg (Taf. XXIII.) ein aliquoter Theil des ganzen Umkreiſes 
waͤre, wuͤrde die Aufwicklung des vorliegenden Schnittes aus einer endlichen Anzahl ab— 
geſonderter Zweige zuſammengeſetzt ſeyn. 

239. Die bisher angeführten Konſtruktionen zu Beſtimmung des verlangten Schnit— 
tes, der Tangenten und Aſymptoten zu dieſem Schnitte, und der Zuruͤcklegung deſſelben, 
wuͤrde bey jeder beliebigen Kegelflaͤche ihre Anwendung finden. 

In Bezug auf den vorliegenden Fall haben dieſe Konſtruktionen uͤbrigens das 
Nachtheilige, daß die Kanten der gegebenen Kegelflaͤche die durchſchneidende Ebene unter 
ſehr ſpitzen Winkeln treffen, und daß daher ſehr leicht eine Irrung in der Beſtimmung 
der zu ſuchenden Punkte moͤglich iſt. Dieſe Unrichtigkeiten laſſen ſich vermeiden, wenn man 
den gegebenen Kegel als durch einen Kreis erzeugt annimmt, und nach dieſer Hypotheſe 
arbeitet. 

Eine horizontale Ebene wie “ X (Taf. XXII.) ſchneidet den Kegel nach einer kreis⸗ 
foͤrmigen Erzeugungslinie (Iltes Buch. Note J.), der Durchmeſſer dieſes Kreiſes iſt gleich 
IX, und ſeine Horizontalprojektion iſt der Kreis P A P' von demſelben Durchmeſſer. 
Nun aber ſchneidet die Ebene dieſes Kreiſes die durchſchneidende Ebene (E F, F d) 
nach einer Geraden (P 5, 5), welche den Kreis ſelbſt in zwey Punkten (P, 5), (P, p}% 
trifft, die deßhalb dem Durchſchnitte des Kegels und der Ebene CE E, Fd) angehoͤren. 
Der Umkreis P AP’ entſpricht als Horizontalprojektion zweyen kreis foͤrmigen Schnitten 
des Kegels, deren Ebenen 7 A, ! X gleichweit vom Punkte CA, 4) entfernt find: Mittelſt 
des zweyten Kreiſes findet man die Punkte CI, 1), (J, 7) des unteren Zweiges der zw 
ſuchenden Durchſchnittslinie, 

Es iſt hier noch zu bemerken, daß die beyden Kreiſe (P AP, T x), (PA P, TN 
ſich durch die Aufwicklung der Kegelflaͤche in zwey Kreiſe verwandeln, deren Durchmeſſer 
gleich a J oder gleich = “ find, und deren Umfaͤnge folglich in Eins zuſammen fallen. 
Will man zum Beyſpiel die Punkte (P, a), (P, y) mittelſt dieſer Umkreiſe auf die 
Aufwicklung (Taf. III.) uͤbertragen, fo hat man nur mit einem Halbmeſſer gleich 
a J (Taf. XXII.) den Kreisbogen 7 Y (Taf. XXIII.) aus dem Mittelpunkte a zu 
ziehen, und auf demſelben den Bogen A P (Taf. XXII.) von “nach p, und den Bogen, 
A P (Taf XXII.) von 7 (Taf. XXIII.) nach p’ zu tragen, und die Punkte p, / find: 
beſtimmt. Es iſt leicht einzuſehen, daß auf dem nemlichen Umkreiſe 7p p’ x ! auch die: 
Punkte 1, des Zweiges 5 m liegen muſſen, die den Punkten (J, 1) (I, 1) (Taf. XXII. 
entſprechen. 

105 


146 Drittes Buch. Erſtes Kapitel. 


Die Aufwicklung einer andern als geraden kreisfoͤrmigen Kegelflaͤche erfodert noch 


einige weitere Operationen, die wir im naͤchſten Kapitel (Art. 312.) vortragen werden? 


Dritte, Aufgabe. 


Es iſt eine Umdrehungsflaͤche und eine Ebene gegeben; man ſoll ihren wech- 
ſelſeitigen Durchſchnitt konſtruiren? 

240. Aufloͤſung. Die allen Umdrehungsflaͤchen gemeinſchaftliche Erzeugungs— 
linie, und zugleich die einfachſte aller krummen Linien, iſt die Kreislinie. Bey ihrer Be— 
wegung iſt die Ebene dieſer Linie immer ſenkrecht auf die Axe der Flaͤche. 

Um daher die vorliegende Aufgabe mittelſt der leichteſten Konſtruktionen zu loͤſen, 
werden wir annehmen, die horizontale Projektionsebene ſey ſo gewaͤhlt, daß ſie ſenkrecht 
auf die Axe der Flaͤche iſt, und die vertikale Projektionsebene ſey ſenkrecht auf die durch— 
ſchneidende Ebene. Dadurch werden ſich die Parallelkreiſe der Flaͤche wiederum als Kreiſe 
von den nemlichen Durchmeſſern projektiren, und man erhaͤlt die Punkte des zu ſuchen— 
den Durchſchnittes, indem man die Begegnungspunkte der verſchiedenen Parallelkreiſe und 
durchſchneidenden Ebene beſtimmt. 


Er ſtees Bey ſ ed ie l. lat NN 


241. Es ſey (A, a 4“) die vertikale Axe, und a A a’ f der Erzeugungsmeridian 
der Umdrehungsflaͤche, deſſen Ebene P' F parallel zur vertikalen Projektionsebene iſt; 
(D E, E g) ſey die durchſchneidende Ebene (D E iſt ſenkrecht auf die Projektions⸗ 
axe). Ki 

Auf der vertikalen Projektionsebene ziehe man eine beliebige Anzahl von Geraden 
ſenkrecht auf die Projektion a a’; und indem man dieſe Geraden, als die unbeſtimmten 
Projektionen von horizontalen Ebenen betrachtet, verfahre man bey allen, wie wir es 
bey der Ebene zn’ angeben wollen. Dieſe Ebene ſchneidet die Umdrehungsflaͤche nach 
einem Kreiſe vom Durchmeſſer n „, als deſſen Horizontalprojektion man den Kreis 
NR O N' findet. Die nemliche Ebene „n' ſchneidet aber auch die Ebene (D E, Eg) 
nach einer Geraden (R R/); und da nun dieſe beyden Schnitte ſich ſelbſt in zwey 
Punkten begegnen, deren Horizontalprojektionen R und R find, fo gehören dieſe dem zu 
e Durchſchnitte an. Man wiederhole dieſes Verfahren, bey ſo vielen Ebe— 
nen n „ als man Punkte noͤthig hat, um die een R X V Y jenes 
u nittes zeichnen zu koͤnnen. | 

Die Ebenen der horizontalen Schnitte, mittelst welcher ſich auf dieſe Weiſe Punkte 
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R, R. . . 20. beſtimmen laſſen, find zwiſchen den zwey Horizontalebenen x x’, y y einge⸗ 
ſchloſſen. HR 

242. Betrachtet man auf einer Umdrehungsflaͤche das zwegte Syſtem von Erzeu⸗ 
gungslinien, nemlich ihre Meridiane, ſo kann man auch die Punkte des verlangten 
Durchſchnittes konſtruiren, indem man die Begegnungspunkte der durchſchneidenden Ebene 
und der verſchiedenen Meridiane beſtimmt. 

Um dieſe zweyte Konſtruktionsart anzuwenden, ſuchen wir die Begegnungspunkte, 
des in der Ebene A P enthaltenen Meridians mit der Ebene (D E, Eg). Zu dieſem 
Zwecke denken wir uns die Ebene A P, in die zur vertikalen Projektionsebene parallele 
Stellung A H zuruͤckgelegt, mittelſt einer Drehung um die Axe (A, aa). In Folge 
dieſer Bewegung wird die gerade Durchſchnittslinie der Meridianebene A P und der 
Ebene (D E, Eg) die Stellung (A P, 2 p) annehmen, welche man beſtimmt, indem 
man (A P,, cp) gleich A P macht, und den Punkt (P p) mit dem Begegnungspunft 
(A, 3) der Axe (A, aa) und der Ebene (D E, E g) verbindet. Die fo gefundene 
Gerade p % begegnet der Projektion a 7 4 , in zwey Punkten n, s. Die Abſtaͤnde m 1, 
s dieſer Punkte von der Geraden a trage man auf der AP von A nach R und 8; 
und man hat in R, S zwey Punkte der Projektion RX VV. 

Der aus A als Mittelpunkt, und mit dem Halbmeſſer A P beſchriebene Kreisbo⸗ 
gen trifft den Riß D E der durchſchneidenden Ebene in den Punkten P und Q. Zieht 
man A Quund betrachtet dieſe Gerade als die Projektion einer neuen Meridianebene, 
fo erhält man zwey neue Punkte der Krummen R V X. X, indem man die nemlichen 
Abſtaͤnde nz, sr auf der Geraden A von A nach Rund S” traͤgt. 

243. Man konſtruirt die Tangente an einem Punkt (R, 7) des Schnittes der 
Umdrehungsflaͤche und der Ebene (D E, E g), indem man gleich der bisher befolgtem 
Methode den Punkt (K, ) beſtimmt, in welchem ſich die Riſſe der tangirenden Ebene 
zu der Umdrehungsflaͤche am Punkte CR, 7), und der Ebene (D E, E g) kreuzen; und 
indem man dieſen Punkt mit dem gegebenen Beruͤhrungspunkt verbindet. 

Der Riß der fraglichen tangirenden Ebene wird gefunden, wenn man durch dem 
Punkt CN, u), welcher den auf die Meridianebene H A F zuruͤckgelegten Beruͤhrungs⸗ 
punkt (R, 7) vorſtellt, die Tangente (N J, n 1) zu dem Meridiane zieht; ſodann den 
Abſtand ic des Punkts, in welchem dieſe Tangente die Horizontalebene trifft von ber 
Are (A, a a’), auf der Geraden A R von A nach J traͤgt; und durch J die Senkrechte 
J K auf AR errichtet (Art. 89.) . Dieſe Senkrechte trifft die Gerade D E in denn 
geſuchten Punkt K. 

19 * 
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244. Die Durchſchnittslinie der Umdrehungsflaͤche und der gegebenen Ebene durch— 
ſchneidet auf der Fläche den größten Parallelkreis in den zwey Punkten (V, o), CV“, J. 
Es folgt hieraus, daß die Horizontalprojektion KR X V Y der Durchſchnittslinie, und 
die Horizontalprojektion H V F V des genannten Parallelkreiſes, welche die Begraͤn⸗ 
zungslinie dieſer Projektion der Fläche iſt, ſich ſelbſt in den Punkten V. V' mwechfelfeitig 
beruͤhren (Art. 128.). N 

Die in der Meridianebene H A F gelegenen Punkte (X, æ), (V, y) der Durch⸗ 
ſchnittslinie ſind diejenigen, deren Hoͤhen uͤber der Horizontalebene ein Groͤßtes und ein 
Kleinſtes find. Daher find die Tangenten an dieſen Punkten horizontal; in der Hori: 
zontalprojektion find fie ſenkrecht auf die Projektionsaxe, und fallen mit den proj ektiren⸗ 
den Geraden der Punkte X, Y zufammen. 

245. Man erhaͤlt die Durchſchnittslnie der Umdrehungsflaͤche und der gegebenen 
Ebene in ihrer wirklichen Geſtalt » e x e', indem man jeden ihrer Punkte ſich um den 
Riß E g drehen läßt, um ſich auf die vertikale Projektionsebene aufzulegen. Jeder 
Punkt beſchreibt bey dieſer Bewegung einen Kreis, deſſen Ebene, Mittelpunkt und Halb— 
meſſer bekannt ſind, und woraus ſich ſeine neue Stellung ergiebt. 

Der gerade Durchſchnitt (H F, E g) der Meridianebene H A F und der Ebene 
(D E, E g), auf die vertikale Projektionsebene nach x uͤbergetragen, theilt die Linie 
exe in zwey ſymetriſche Theile. Wenn man E ſenkrecht auf E g zieht und auf 
ihr die Weite E K von E nad) x trägt, ſodann die Gerade x e zieht, fo iſt dieſe Tan⸗ 
gente zu der Krummen * e s an dem Punkt . 


Zweyted Beyſpie l. (Taf. XXV.) 


246. Es ſey (A, 4 a’) eine vertikale Axe, um welche ſich eine Gerade (B C, 5 c) 
dreht, um eine Umdrehungsflaͤche zu erzeugen. Da dieſe Gerade mit der Axe nicht in 
einer Ebene iſt, fo wird durch ihre Bewegung ein Umdrehungs, Hyperboloid von einem 
Netze entſtehen. (Art. 120.) Es ſey (FG, G g) eine auf die vertikale Projektions⸗ 
ebene ſenkrechte Ebene, deren Durchſchnitt mit dem Umdrehungs-Hyperboloid verlangt 
wird. 

Man führe ſenkrecht auf die Axe eine beliebige Zahl von Ebenen. Irgend eine der 
ſelben wie 5 1 ſchneidet die Umdrehungsflaͤche nach einem Kreiſe (I JP, p 1), deſſen Mit: 
telpunkt und Halbmeſſer durch die beyden Punkte (&, 5“), (P, p) beſtimmt find, in 
denen die Ebene p 1 die Axe (A, 4 4) und die gerade Erzeugungslinie (B C, 5 43 
durchſchneidet. Dieſer Kreis (I PJ, p 1) trifft nun die Ebene (E G, G g) in zwey 
Punkte (I, 7), (J, 7), welche auf der geraden Durchſch: nittslinie (IJ, 2) dieſer letzten 
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Ebene und der Ebene pi liegen. Dieſe Punkte gehören dem verlangten Durchſchnitte 
an, deſſen Horizontalprojektion IP K I man beſchreiben kann, ſobald man durch dieſes 
wiederholte Verfahren die erfoderliche Anzahl von Punkten beſtimmt hat. 

Auf andere Weiſe betrachtet, kann man die Punkte dieſer Projektion erhalten, indem 
man eine hinlaͤngliche Anzahl Stellungen der geraden Erzeugungslinie (B C, 5 c) fon 
ſtruirt, und die Punkte wie (, ) beſtimmt, in denen jegliche die durchſchneidende Ebene 
trifft. Was die Konſtruktion der Tangente an irgend einem Punkt (I, 7) der gefundenen 
Durchſchnittslinie, und die Zuruͤcklegung ij 0 n auf eine der Projektionsebenen anbe⸗ 
langt, ſo geſchieht dieſes ganz wie in dem vorigen Beyſpiele. 

247. Wenn man die Punkte der in Rede ſtehenden Durchſchnittslinie verlangte, 
die in irgend einer Meridianebene, wie A G’ enthalten find; fo laſſen ſich dieſe Punkte 
auf folgende Art unmittelbar beſtimmen. 

Die Meridianebene A G’ wird von der gegebenen Ebene (F G, G g) nach einer 
Geraden geſchnitten, welche in dem Punkt (A, c) die Umdrehungsaxe trifft. Betrach— 
tet man dieſe Gerade als Erzeugungslinie eines geraden Kegels, welcher den Punkt 
(A, &) als Scheitel hat, und als Baſis auf der Horizontalebene den Kreis vom Halb— 
meſſer A G', deſſen Endpunkt G’ durch das Zuſammentreffen der Riſſe F G und 
O AN beſtimmt iſt, fo werden dieſer Kegel und das Hyperboloid, da fie die nem— 
liche Axe haben, ſich nach zwey Kreiſen ſchneiden, und auf dieſen Kreiſen muͤſſen die ge— 
ſuchten Punkte liegen. 

um ſofort die Stellung der genannten zwey Kreiſe zu finden, beſtimme man die 
Durchſchnittspunkte des Kegels und der geraden Erzeugungslinie des Hoperboloids in 
irgend einer ihrer Stellungen wie (B C, 5 c). Die Abſtaͤnde dieſer Punkte von der 
gemeinſchaftlichen Axe ſind gleich den Halbmeſſern jener Kreiſe. 

Man findet die Durchſchnittspunkte eines Kegels, und einer Geraden, wenn man 
durch den Mittelpunkt des Kegels und durch die Gerade eine Ebene führt, und die 
Kanten beſtimmt, nach welchen dieſe Ebene den Kegel ſchneidet. Dieſe Kanten und die 
gegebene Gerade, da ſie in einer nemlichen Ebene enthalten ſind, werden ſich ſelbſt 
ſchneiden, und ihre Wen ſind die geſuchten Durchſchnitte des Kegels und, 
der Geraden. 

Man führe demzufolge durch den Mittelpunkt des Kegels eine Parallele (& E, & E) 
zu der Erzeugunslinie (C B, 05). Die durch dieſe letzte Gerade, und durch ihre Pa— 
rallele gehende Ebene ſchneidet die horizontale Projektionsebene nach einer Geraden, wels 
che durch die Punkte C und E geht, und welche die kreisfoͤrmige Grundlinie des geraden 
Kegels in den Punkten 5 und T trifft. Die Kanten des Kegels, welche durch dieſe 
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Punkte gehen, begegnen der Erzeugungslinie (C B, c 5) in zwey Punkten, von denen 
und R die Horizontalprojektionen find, Die Parallelkreiſe der Umdrehungsflaͤche, 
die dieſen nemlichen Punkten entſprechen, begegnen der Geraden (G. A, G ee) der durch— 
ſchneidenden Ebene in den verlangten Punkten, die ſich in N und O auf die Horizon— 
talebene projektiren. | 


Vierte A uf ea be. 


Man ſoll den Durchſchnitt einer gegebenen windiſchen slaͤche und einer Ebene 
konſtruiren? 


248. Aufloͤſung. Erſtes Beyſpiel. Die windiſche Flaͤche, welche wir 
(Art. 104.) gerades Konoid genannt haben, wird durch eine bewegliche Gerade erzeugt, 
die ſich auf zwey Leitlinien ſtüͤtzt, wovon Eine eine gegebene Kurve, und die Andere eine 
Gerade iſt, und welche waͤhrend ihrer Bewegung ſtets parallel zu einer auf der geraden 
Leitlinie ſenkrechten Ebene bleibt. 

Es ſeyen die Vertikale (A, A’ a) (Taf. XXVI.), und die in der Vertikalebene 
IL. M gegebene Kreislinie Ba C die Leitlinien einer beweglichen, beſtaͤndig horizontalen 
Geraden, der Erzeugungslinie des geraden Konoids. Der Mittelpunk- A der kreisfoͤr— 
migen Leitlinie iſt auf der Projektionsaxe angenommen; die zwey Horizontalen A B, 
A C find folglich die Riſſe des Konoids auf der horizontalen Projektionsebene, und die 
Horizontalprojektionen aller übrigen Erzeugungslinien der Flaͤche gehen durch den Punkt A. 

Dieſes feſtgeſetzt, ſo ſey L. M' die unbeſtimmte Horizontalprojektion einer zur vers 
tikalen Projektionsebene parallelen Ebene, man verlangt die Projektionen des Durch— 
ſchnittes dieſer Ebene und des Konoids; und die Tangente an einem Punkt der Durch— 
ſchnittslinie, deſſen Horizontalprojektion C fey ? 5 | 

249. Die gerade Erzeugungslinie des Konoids, welche durch den gegebenen Punkt 
geht, hat als Projektion auf der Horizontalebene die Gerade A P K; fie trifft die kreis— 
foͤrmige Leitlinie der Fläche in einem Punkt 7; und fie hat folglich zur Vertikalprojek— 
tion die, durch A gezogene Horizontale 7 A. Die aus P auf die Projektionsaxe errich— 
tete Senkrechte P 5 trifft die Horizontale 2 # in einem Punkt 5, welcher der Vertikal⸗ 
projektion des Durchſchnittes des Konoids und der Ebene L. M' angehört. 

Auf dieſelbe Weiſe konſtruirt man jeden andern Punkt der Krummen D' z’p E 
der Vertikalprojektion jener geſuchten Durchſchnittslinie. a 

250. Die Tangente an dem Punkt (P, 5) dieſer Durchſchnittslinie entſpringt, 
wie bekannt, aus dem Durchſchnitt der tangirenden Ebene an demſelben Punkt des 
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Konoids und der durchſchneidenden Ebene. Um die tangirende Ebene zu erhalten, wer: 
den wir, nach der wie Art. 154. vorgetragenen allgemeinen Methode, ein hyperboliſches 
Paraboloid konſtruiren, welches die vorliegende Flaͤche nach der durch den Beruͤhrungs— 
punkt (P, p) gehenden Erzeugungslinie (A P K, 4 ) tangirt, und welches an allen 
Punkten derſelben Erzeugungslinie einerley tangirende Ebene mit dem Konoid hat. Nun 
aber ſind zwey gerade Leitlinien hinreichend, um jenes Paraboloid zu beſtimmen, weil 
die gerade Erzeugungslinie deſſelben gleich jener des Konoids beſtaͤndig horizontal bleiben 
muß. Als eine dieſer Leitlinien kann man die Tangente A A zu dem Kreiſe (B C, BA C) 
nehmen, die durch den Punkt 7 gezogen iſt, wo die Gerade (A P K, A#) dieſen Kreis 
trifft. Außerdem iſt die Gerade (A, A’ a) ſowohl eine Linie des Konoids als auch 
ihre eigene Tangente, ſie kann daher als die zweyte gerade Leitlinie des tangirenden Par 
raboloids betrachtet werden. | 

Dieſe beyden Leitlinien find parallel zu der Vertikalebene L'. M'“, die erſte derſelben, 
nemlich die Tangente 4 7 des Kreiſes B C trifft die Horizontalebene in dem Punkt /, 
und folglich iſt die Gerade A A der Riß des Paraboloids auf derſelben Projektions— 
ebene. Die gegebene Vertikalebene L. M' ſchneidet den Riß A 7 in dem Punkt G, deſſen 
Projektion auf der Vertikalebene 6“ iſt; dieſes beſtimmt die zweyte, durch den Beruͤh— 
rungspunkt (P, 5) gehende gerade Erzeugungslinie (P G, p 6“) des Paraboloids, und 
die Parallele NG O zu der Geraden AK als den Horizontalriß der tangirenden Ebe— 
ne an dem genannten Punkt deſſelben Paraboloids. Dieſe tangirende Ebene wird durch 
die Ebene L. M' der Kurve D' a E, nach der Geraden (G M, 60) geſchnitten, daher 
iſt die Vertikalprojektion 6“ p dieſer Geraden Tangente zu der Krummen D’ a E. 

Auf dieſelbe Art würde man die Tangente 7° F an dem auf der Horizontalen 
k # gelegenen Punkt dieſer Krummen beſtimmen. 

251. Man hätte als Leitlinien des, das Konoid nach der Geraden (AP K, 70 
berührenden Paraboloids auf die zwey Horizontalen (A A, A A), (A A,, 1) nehmen 
koͤnnen. Die durchſchneidende vertikale Ebene L’ M“ trifft die zweyte Leitlinie (A A,, 1) 
in dem Punkt (I, 1); die Gerade (6 P I, G’p i) die dem Paraboloid angehört, und 
welche die tangirende Ebene dieſer Flaͤche an dem Punkt (P, p) beſtimmt, geht daher 
durch den Punkt (I, 1) und folglich muß auch die Tangente G“ p am Puukt p der 
Kurve D' a E durch den Punkt! der Vertikalen A“? gehen. 


Zweytes Begſpiel. 


252. Es ſeyen L M, L' M“ Taf. XXVI. (Fig. 2.) die parallelen Riſſe zweyer 
Vertikalebenen; fie enthalten zwey Kreiſe von den Durchmeſſern A B, C D, deren Mit— 
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telpunkte , Z in einer Geraden , Z liegen, die ſchief auf die Riſſe L M, L' M' iſt. 
Die Durchmeſſer A B, C D bilden mit den Geraden A C, B D ein Parallelogramm, 
das durch die zu A B parallele Gerade E F in zwey gleiche Theile getheilt iſt. Durch 
die Mitte 6“ dieſer Geraden E F errichte man eine Senkrechte 16“ H N auf die Ebe⸗ 
nen der zwey Kreiſe. Dieſe Senkrechte und die beyden Kreiſe ſeyen die Leitlinien einer 
windiſchen Flaͤche. 

253. Eine zur vertikalen Projektionsebene parallele Ebene 2 m ſchneidet die Flaͤche 
nach einer krummen Linie, die ſich parallel zu ihr ſelbſt nach „ „ & projektirt. 

Um dieſe Krumme zu konſtruiren, führe man durch die horizontale Leitlinie 1 6“ H 
irgend eine Ebene. Dieſe wird die Vertikalebene L M nad) einer Geraden H 4 r ſchnei⸗ 
den, welche dem erſten Kreis, vom Durchmeſſer CO D in einem Punkt (K, 4) begegnet, 
und dem zweyten Kreis in einem Punkt (R, 7). Dieſe beyden Punkte beſtimmen die 
Stellung einer Erzeugungslinie (K K N, H K 7) der Flaͤche. Die durchſchneidende Ebene 
2 m trifft dieſe Gerade in einem Punkte (P, p), deſſen Vertikalprojektion p der Krum⸗ 
men / „ d angehört. Man beſtimmt auf dieſe Art fo viele Punkte 5 dieſe Krummen 
als man verlangt, wobey noch folgendes zu bemerken iſt: Atens da auf der Vertikalebe⸗ 
ne die Projektionen der zwey kreisfoͤrmigen Leitlinien der Flaͤche ſich in einen Punkt 
begegnen, welcher in der Verlängerung der Geraden 1 GH liegt, jo muͤſſen die Berti: 
kalprojektionen aller Schnitte der windiſchen Flaͤche durch Ebenen, die zu den zwey Krei⸗ 
fen. parallel ſind, gleich der Kurve ) 0 d’ durch den Punkt gehen: 2tens daß die 
horizontalen Erzeugungslinien A C, B D der Flaͤche durch die Vertikalebene “ m in den. 
Punkten ½ 9 geſchnitten werden, deren Vertikalprojektionen 7 6 ſind. 

254. Es ſey (P, p) ein Punkt der Durchſchnittslinie der windiſchen Flaͤche und 
der Ebene / m, und wir nehmen an, man verlange die Tangente an dieſem Punkt des 
Durchſchnittes. 

Um die tangirende Ebene an demſelben Punkt der Flaͤche zu erhalten, welche die 
verlangte Tangente enthaͤlt, konſtruiren wir zuerſt die Leitlinien eines Paraboloids, wel⸗ 
ches die vorliegende Fläche nach der bekannten durch (P, y) gehenden Geraden (RK N, 
H %r) berührt, Die zwey erſten Leitlinien, welche in den Ebenen der Kreiſe enthalten 
ſind, find. die Geraden (L M, As) und (L'! M', 7 2); die dritte gerade Leitlinie des 
Paraboloids, die in einer zu den Ebenen der Kreiſe parallelen Ebene L“ M“ enthalten 
iſt, geht durch den Punkt N dieſer Ebene, in welchem die Erzeugungslinie der Flaͤche 
die horizontale gerade Leitlinie I K N derſelben ſchneidet. Da die geſuchte dritte Leitlinie 
in der tangirenden. Ebene zu der windiſchen Flache an dem Punkt N enthalten feyn: 
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muß, deren Riſſe auf beyden Projektionsebenen die Geraden NH 1, Hr find, fo hat 
fie zu Projektionen die Geraden HA r und N L“ M“. 

Da man nun die drey Leitlinien (L M, * 5 V), (LI M, It U), (L“ M', 
H/) kennt, fo iſt auch die Stellung einer Geraden, welche ſich auf dieſe drey Leit⸗ 
linien anlehnt, beſtimmt, ſobald man einen Punkt dieſer Geraden auf der erſten Leit— 
linie giebt, zum Beyſpiel den Punkt V, wo die Tangente A s die Horizontalebene trifft. 
Die Ebene, die durch dieſen Punkt V, und durch die Leitlinie (L. M. r 2) geführt iſt, 
hat als Riß auf der Horizontalebene die Gerade UV O, welche die Gerade L“ M“ in dem 
Punkt O ſchneidet; dieſe Ebene ſchneidet folglich die Vertikalebene L“ M“ nach einer, 
durch dieſen Punkt O gehenden Parallelen zu der Geraden (L. M', yt) Die Projektion 
dieſer Geraden auf der Vertikalebene iſt daher eine Parallele O“ zu der Tangente r U 
des Kreiſes A 7B, und geht durch den Punkt O', der Projektion des Punkts O auf 
der Ebene L M. Dieſe Parallele O“ & ſſchneidet aber die Projektion H Ar der dritten 
Leitlinie (L“ M“, H kr) im Punkt x; daher ſchneidet die Ebene, deren Horizontalriß 
UVO if, dieſe dritte Leitlinie in dem Punkt (X, x). Es ergiebt fi) aus dieſen 
Konftruftionen, daß die gerade Erzeugungslinie des Paraboloids, welche durch den Punkt 
V der erſten Leitlinie (L M, V 4 s) dieſes Paraboloids und durch die zweyte Leitlinie 
(UM, Ur :) geht, als Horizontalprojektion die Gerade V X hat, und als Berti: 
kalprojektion die Gerade V x; dieſe beyden Projektionen gehen von einem nemlichen 
Punkt V der Projektionsaxe L M aus, Dieſe gerade Erzeugungslinie (VX, Va) 
des tangirenden Paraboloids begegnet der zweyten Leitlinie (L“ M', U’ r :) im Punkt 
(2,90. welcher durch das Zuſammentreffen, der im Punkt 9 ſich kreuzenden bekannten 
Geraden U’ 7, V beſtimmt wird. Die Senkrechte 7 Q auf LM trifft die Gerade 

L M' in dem Punkt Q, der in der Verlaͤngerung der Geraden V X liegt. 


255. Die Vertikalebene Z m P, welche durch den Beruͤhrungspunkt (P, 5) pa: 
rallel zu den Ebenen L M' der beyden Kreiſe geführt iſt, ſchneidet das, die windiſche 
Flaͤche beruͤhrende Paraboloid ebenfalls nach einer geraden Erzeugungslinie (P G, v2); 
dieſe Gerade und die gerade Beruͤhrungslinie (R PK, rp %) beſtimmen die tangirende 
Ebene am Punkt (P, 9) des Paraboloids, und dieſe Ebene berührt zugleich die windi— 
ſche Flache an demſelben Punkt. Die Vertikalebene J n ſchneidet die windiſche Fläche 
nach einer Kurve, deren Vertikalprojektion / p od iſt; der Durchſchnitt derſelben Ebene 
und der tangirenden Ebene am Punkt (P, p) iſt die Gerade (G P, g /) und folglich 
ift die Vertikalprojektion g 5 derſelben Tangente zu der Krummen / p wg an dem 
Punkt 5 eben dieſer Krummen. 

20 
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256. Nachdem man ſenkrecht auf eine horizontale Gerade I H zwey Vertikalebenen 
geführt hat, deren Riſſe auf der horizontalen Projektionsebene die Senkrechten I. M. 
I. M' auf die IH find; denke man ſich in der erſten Ebene enen Kreis, deſſen Mit⸗ 
telpunkt in H ift, und welcher als Durchmeſſer die Gerade C D hat; in der zweyten 
Ebene ſey ein anderer Kreis beſchrieben, welcher als Sehne die Gerade A B hat, deſſen 
Mittelpunkt in der Vertikalen (I, H 9) liegt, und welcher ſich auf die Vertikalebene 
LM nach A F projektirt: die beyden Kreiſe und die Horizontale I H ſeyen die Leit— 
linien einer windiſchen Flaͤche. 

257. Irgend eine durch die Horizontale H I geführte Ebene (I H, H 7) ſchnei⸗ 
det die Kreiſe in zwey Punkten (K, 7), (R, 7); die in dieſer Ebene enthaltene gerade 
Erzeugungslinie der Flaͤche hat zu Horizontal- und Vertikalprojektionen die Geraden 
r& RK. Die verlängerte Horizontalprojektion R K begegnet der Horizontalen IHN 
in einem Punkt N, welcher der Erzeugungslinie (R K, r 4) der Fläche angehört; jede 
andere Erzeugungslinie der Fläche trifft die Leitlinie I H in einem Punkt, den man auf 
dieſelbe Weiſe beſtimmt; die Vertikalprojektionen aller dieſer Geraden laufen nach dem 
Punkt H zuſammen. N 

258. Eine Vertikalebene 7 m ſchneidet die Gerade (R K, 7) in einen Punkt 
(P, 5), welcher ſich auf die Vertikalebene nach 5 projektirt; der Punkt (P, p) gehört 
der Durchſchnittslinie der Flaͤche durch die Ebene 7 m an. Die Erzeugungslinien A C, 
B D der Flaͤche, welche auf der Horizontalebene gegeben find, und nach einem Punkt 
der Horizontalen I H zuſammenlaufen, bilden mit dem Durchmeſſer C des kleinen Krei— 
ſes und mit der Sehne A B des Groͤßeren, das Trapez A B C D. Die Vertikalebene 
Im ſchneidet die Geraden A C, B D in den Punkten y, , deren Vertikalprojektionen 
7 d der Krummen 7 y J “ angehören. Um den Punkt I dieſer Krummen zu fon 
ſtruiren, welcher auf der Verlängerung der Geraden IH liegt, trage man die Höhe H ꝰ 
des Bogens A S B’ auf der Geraden L. M' von I nach 9; man verbinde O' und 
den Endpunkt D des Halbmeſſers H D durch die D O; dieſe Gerade D O ſchneidet 
die Gerade / m in , der Abſtand * dieſes Punkts von der Horizontalen 1 H ift 
gleich der Fänge H J. Dieſe Konftruftionen werden deutlich werden, wenn man ſich 
durch die Gerade I H eine Vertikalebene geführt denkt, welche die beyden Vertikalebenen 
der Kreiſe nach den Parallelen II D, J © ſchneidet, und die Flaͤche nach der Geraden 
Do. Es iſt einleuchtend, daß die Vertikale 7 * ſich auf die Vertikalebene nach der 
Geraden H J projektire, und daß H N Y.. 0 
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259. Man beſtimmt die Tangente (G P, g. p) in irgend einem Punkt (P, 5) 
der Durchſchnittslinie (7 m, „ „ !) durch daſſelbe Verfahren, was für die vorſtehende 
Figur angegeben wurde. Die auf dieſe Operation ſich beziehenden Konſtruktionen ſind 
auf den Figuren 2 und 3 der Taf. XXVI. mit den gleichen Buchſtaben bezeichnet. 

260. Die zwey windiſchen Flächen, welche in den Figuen 2 und 3 der Taf, XXVI. 
vorgeſtellt find, werden in der Baukunſt bisweilen zur Konſtruktion von kleinen Gewoͤl— 
ben angewendet. Erſteres gehoͤrt zu den ſchraͤgen Tonnengewoͤlben, letzteres zu den ſo— 
genannten Kernboͤgen. (In der franzoͤſiſchen Schule ſind ſie unter dem Namen des 
biais passé und der arriere - voussure de Marseille bekannt.) 

In den drey Figuren dieſer Tafel haben wir nur die Projektionen derjenigen 
Theile der gegebenen windiſchen Flaͤchen konſtruirt, die ſich unmittelbar auf unſern Ge— 
genſtand bezogen, weil eine weitere Ausdehnung dieſer Flächen die Zeichnungen zu ſehr 
uͤberladen haben wuͤrde. Eben ſo haben wir der groͤßeren Einfachheit wegen, zur Be— 
ſtimmung der Tangenten zu den Durchſchnitten dieſer Flaͤchen, die tangirenden Ebenen 
zu denſelben nur mittelſt der beruͤhrenden hyperboliſchen Paraboloide konſtruirt. Bey 
der allgemeinern Aufloͤſung dieſer Aufgabe mittelſt eines die windiſche Flaͤche beruͤhrenden 
Hyperboloids von einem Netze, wuͤrde man uͤbrigens ganz auf aͤhnliche Weiſe arbeiten. 


Von den ebenen Schuitten einiger Flaͤchen der zweyten Ordnung. 


261. Der Schnitt irgend einer krummen Fläche der zweyten Ordnung durch eine Ebene ge: 
hoͤrt zu dem Geſchlechte der Linien der zweyten Ordnung. Dieſes Geſchlecht beſteht aus den drey 
krummen Linien, der Ellipſe, der Parabel und der Hyperbel und es begreiſt als beſondere Abarten: 
den Kreis, das Syſtem zweyer ſich ſchneidenden oder parallelen Geraden, und den Punkt. Alle 
dieſe Linien haben ſo wie die krummen Flaͤchen der zweyten Ordnung die Eigenthuͤmlichkeit, von 
einer Geraden in nicht mehr als in zwey Punkten geſchnitten werden zu Fünnen, 

262. Es iſt eine Folge dieſer letzten Eigenthuͤmlicheit, daß jede Ebene, welche eine Flaͤche von 
der zweyten Ordnung nach einer Geraden ſchneidet, auch noch durch eine andere Gerade derſelben 
Flache gehen muß. Aus dieſer Urſache koͤnnen alle Flaͤchen der zweyten Ordnung, weiche die Ge— 
rade zur Erzeugungslinie haben, auf zwey verſchiedene Weiſen durch die Gerade erzeugt werden. 
Die Ebene, welche durch eine Gerade des erſten Eczeugungsſyſtems geht, enthaͤlt nothwendig noch 
eine andere Gerade, die dem zweyten Syſtem angehört, 

Unſer Gegenſtand in dieſem Paragraphen iſt hauptſaͤchlich die geometriſche Unterſuchung der 
ebenen Schnitte derjenigen Flaͤchen der zweyten Ordnung oder des zweyten Grads, welche durch 
bie Gerade erzeugt werden koͤnnen, und welche aus dieſem Grunde am haͤufigſten in den techniſchen 
Kuͤnſten angewendet werden. 

20 * 
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263. Der Kegel von kreisfoͤrmiger oder elliptiſcher Baſis iſt die einfachſte Flaͤche 
der zweyten Ordnung, welche durch eine Ebene nach den drey krummen Linien, der Ellipſe der Pa; 
rabel und der Hyperbel geſchnitten werden kann, weßhalb man dieſen Linien auch insbeſondere den 
Namen der Kegelſchnitte gegeben hat. 


Wir haben in der Aufgabe II. Art 232. gezeigt, auf welche Weiſe die Projektionen des 


Durchſchnittes einer Kegelflaͤche und einer Ebene zu konſtruiren ſeyen. Die verſchiedenen Arten der 
Durchſchnittslinie haͤngen blos von der Stellung der durchſchneidenden Ebene ab. Bey dem Kegel 
des zweyten Grads läßt die beſondere Art dieſer 5 ſich beſtimmen, ohne hiezu erſt ihre Projek— 
tionen ſelbſt konſtruirt zu haben. 

264. Wenn der elliptiſche Kegel durch eine Eben geſchnitten wird, ſo ſind entweder alle 
Kanten der Flaͤche von der durchſchneidenden Ebene getroffen, oder es ſind eine oder zwey Kanten 
des Kegels parallel zu dieſer Ebene. Im erſten Fall iſt der Durchſchnitt offenbar eine gefchloffene 
krumme Linie, eine Ellipſe oder ein Kreis, im andern Fall, wenn gewiſſe Kanten des Kegels 
parallel zu der durchſchneidenden Ebene ſind, beſteht die Durchſchnittslinie aus einer oder aus zwey 
unendlichen Zweigen. Der Schnitt des Kegels von einem einzigen unendlichen Zweige, welcher nur 
auf einem Netze der Flaͤche liegt, iſt eine Parabel; die Durchſchnittslinie von zwey auf beyden 
Netzen gelegenen Zweigen iſt eine Hyperbel. 


265. Man erkennt, ob die Durchſchnittslinie des Kegels und der Ebene ſich ins unendliche 
ausdehne, und auf welchen Kanten die Punkte im Unendlichen gelegen ſeyen, durch das in Art. 233. 
angewendete Verfahren, indem man durch den Mittelpunkt der Flaͤche eine Ebene parallel zu der 
durchſchneidenden fuͤhrt. Entweder begegnet dieſe Ebene der elliptiſchen Grundlinie nicht, oder ſie 
ſchneidet fie in zwey Punkten, oder fie iſt endlich tangirend zu der Fache. Im erſten Fall hat die 
Kegelflaͤche keine Kante, welche parallel zu der durchſchneidenden Ebene wäre, und der Schnitt iſt 
eine Ellipſe. Trifft die parallele Ebene die Grundlinie in zwey Punkten, fo find die, durch dieſe 
Punkte gehenden Kanten des Kegels parallel zu der durchſchneidenden Ebene. Die Durchſchnitts⸗ 


linie dehnt ſich alsdann in zwey Zweigen auf den beyden Netzen der Kegelflaͤche ins Unendliche aus; 


ſie iſt eine Hyperbel. Im dritten Fall, wenn die parallele Ebene die Kegelflaͤche nach einer Kante 
berührt, fo hat die Durchſchnittslinie, die ſich nur auf einem Netz der Kegelflaͤche ausdehnt, auch 
nur einen Punkt im Unendlichen, welcher auf der, zu der durchſchneidenden Ebene parallelen Be— 
ruͤhrungskante liegt, ſie iſt eine Parabel. 

266. Wenn man die Kanten des Kegels kennt, welche parallel zu der durchſchneſdenden Ehe, 
ne ſind, ſo iſt es leicht, die Tangenten zu konſtruiren, welche den Kegelſchnitt an den Punkten im 
Unendlichen berühren, und welche die Aſymptoten deſſelben heißen. Denn dieſe Aſymptoten find 
die Durchſchnitte der durchſchneidenden Ebene mit derjenigen“, welche die Kegelflaͤche nach den, zu 
der durchſchneidenden Ebene parallelen Kanten tangiren. (Art. 234.) Wenn der Schnitt eine 
Hyperbel iſt, ſo hat der Kegel zwey, zu der durchſchneidenden Ebene parallele Kanten; einer jeden 
Kante entſpricht eine tangirende Ebene, welche der Durchſchneidenden nach einer Geraden begegnet; 
die Hyperbel hat daher zwey Aſymptoten. 


* 
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Der Durchſchnittspunkt der zwey Aſympkoten iſt der Mittelpunkt der Hyperbel; es iſt 
einleuchtend, daß dieſer Mittelpunkt auch zugleich der Begegnungspunkt der durchſchneldenden Ebene 
und der geraden Durchſchnittslinie der zwey Ebenen ſey, welche den Kegel nach den beyden Kanten 
beruͤhren, die zu der durchſchneidenden Ebene parallel ſind. Die Hyperbel naͤhert ſich immer mehr 
und mehr ihren beyden Aſymptoten ſo wie die durchſchneidende Ebene ſich mehr dem Mittelpunkt 
der Flaͤche naͤhert, und wenn dieſe Ebene durch den Mittelpunkt geht, ſo wird jeder Zweig der 
Hyperbel eine gerade e oder mit andern Worten, die Hyperbel faͤllt mit ihren Aſymptoten 
zuſammen. 


267. Der Schnitt des Kegels iſt eine Parabel, ſobald die durchſchneidende Ebene und die 
Ebene, welche den Kegel nach der Kante berührt, die durch den Punkt im Unendlichen geht, pas 
-rallel find. Dieſe beyden Ebenen haben alsdann keine Punkte gemein, außer im Unendlichen; es 
folgt daraus, daß die Parabel keine Aſymptote habe, oder vielmehr Dei! dieſe Aſymptote ſammt 
dem Mittelpunkt der Linie ganz im Unendlichen liege. 

268. Alles bisher Geſagte über. die krummen Linien, die aus dem Durchſchnitt des Kegels 
von kreisſoͤrmiger oder elliptiſcher Grundlinie und einer Ebene entftehen, gilt ſowohl von dem ſchie— 
fen Kegel wie von dem geraden. Nehmen wir an, der gerade Kegel ſey durch eine Ebene ge— 
ſchnitten; wenn man durch die Axe des Kegels eine zweyte Ebene ſenkrecht auf die erſte führt, fo 
liegt die gerade Durchſchnittslinie dieſer zwey Ebenen in der Richtung einer der Geraden, welche 
man die Axen des Kegelſchnittes nennt. (Art. 114.) 

269. Es ſey B C D (Taf XXII.) die horizontale Grundlinie eines geraden Kegels, 
welcher durch die Ebene R 2, die durch die Axe (A, a a“) geht, nach zwey Kanten geſchnitten 
wird, die ſich auf die, zur durchſchnelden Ebene parallele Vertikalebene nach r a u, q a s projeftis 
ren. Es ſeyen F d, n , , die Riſſe auf der Vertikalebene von drey, auf der vertikalen Pros 
jektionsebene ſenkrechten Ebenen. Der elliptiſche Schnitt iſt in einer Ebene, wie n 2; die Parabel 
in einer Ebene J, welche parvllel iſt zu der in q a s projektirten tangirenden Ebene des Kegels, 
Die Hyperbel iſt in einer Ebene F ad enthalten, welche die zwey Flaͤchennetze des geraden 
Kegels ſchneidet. (R Q, n x), (R , o )), ER Q, F d) find in dieſer Figur parallele 
Gerade zu den Axen der drey Kegelſchnitte der Ellipſe der Hyperbel und der Parabel. 

270. Die Ellipſe, fie mag aus dem Schnitte eines Kegels oder eines Cylinders von kreis- 
ſoͤrmiger Grundlinie entſtehen, iſt in beyden Faͤllen eine Linie von derſelben Art; wovon man ſich 
uͤberzeugen kann, wenn man die Ellipſe mit dem Kreiſe vergleicht, der als Durchmeſſer die große 
Axe der Ellipſe hat. Stellt man dieſe Vergleichung auf, fo haben wir ſchon die Gleichheit der 
Subtangente des Kreiſes und der Ellipſe bewieſen, wenn die Ellipſe als Axe einen Durchmeſſer 
des Kreif 8 hat. (Art. 222.) 


Von den Schnitten der Kugel. 


271. Wenn zwey Kugeln ſich durchſchneiden, fo if der Umfang Ihres Durchſchnittes eine 
Kreislinie; denn alle Punkte, der Durchſchnittslinie find gleich weit von dem Mittelpunkt der erſten 
Kugel und gleich weit von jenem der Zweyten entfernt; ſie ſind daher in einer Ebene die ſenkrecht 


za 
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iſt, auf die Gerade, welche die Mittelpunkte verbindet, und in gleichem Abſtande von dem Punkt, 
in welchem diefe Ebene dieſe Gerade der Mittelpunkte ſchneidet. Sie gehören daher einem Kreile - 
an, deſſen Mittelpunkt auf der Geraden iſt, die die Mittelpunkte der zwey Kugeln verbindet, und 
welche als Halbmeſſer die Senkrechte hat, die aus einem beliebigen Punkt des Durchſchnittskreiſes 
auf die durch die Mittelpunkte der Kugeln gehende Gerade gefällt iſt. 


272. Eine Kugel von einem unendlichen Halbmeſſer iſt eine Ebene. Eine Kugel und eine Ebene 
ſchneiden ſich daher immer nach einem Kreiſe. Man kann dieſen Satz direkt beweiſen, wenn man 
annimmt, es ſeyen durch den Mittelpunkt der Kugel, und durch die Gerade, welche aus dieſem 
Mittelpunkt ſenkrecht auf die gegebene Evene gefällt iſt, eine Reihe von Ebenen geführt, welche 
die Kugel nach groͤßten Kreiſen, und die Ebene nach Geraden ſchneiden. Betrachtet man blos die 
Stuͤcke dieſer Geraden, welche den großen Kreiſen als Sehnen dienen, ſo gehoͤren die Endpunkte dieſer 
Sehnen dem Durchſchnitte der Kugel und der Ebene an: nun aber ſind in allen durchſchneidenden 
Ebenen, die Sehnen der großen Kreiſe der Kugel, welche in der gegebenen Ebene liegen, von glei. 
cher Laͤnge; daher ſind dieſe Sehnen die Durchmeſſer des kleinen Durchſchnittekreiſes der Kugel und 


der Ebene. 

Wenn demnach eine Ebene eine Kugel ſchneidek, ſo iſt der Schnitt ein Kreis, welcher als 
Mittelpunkt den Fuß der Senkrechten hat, die aus dem Mittelpunkt der Kugel auf die Ebene ge— 
faͤllt iſt. Umgekehrt, iſt die Gerade, welche den Mittelpunkt einer Kugel und den Mittelpunkt eines 
kleinen Kreiſes dieſer Kugel verbindet, ſenkrecht auf die Ebene des kleinen Kreiſes. 


273. Wenn zwey Ebenen eine Kugel nach zwey kleinen Kreiſen ſchneiden, fo beſtimmen die 
Mittelpunkte dieſer Kreiſe und der Mittelpunkt der Kugel die Stellung einer dritten Ebene, welche 
ſenkrecht auf die beyden erſten iſt. Dieſer Satz iſt eine Folgerung der Vorhergehenden, weil die 
Geraden, die durch den Mittelpunkt der Kugel und durch die Mittelpunkte der kleinen Kreiſe der 
Kugel gehen, ſenkrecht auf die Ebenen dieſer kleinen Kreiſe find. 


274. Durch zwey beliebige reife einer Kugel, kann man zwey ſchiefe Regel 


führen. 

Man denke ſich durch den Mittelpunkt O der Kugel und die Mittelpunkte E, F der zwey 
gegebenen Kreiſe, eine Ebene, welche die Kugel nach einem Kreiſe A B C D (Taf. XXIII. 
Fig. 2.) ſchneidet, und die Ebenen der gegebenen Kreiſe nach den Geraden A B, C D. Da 
die Sehnen A B, C D des großen Kreiſes A B CD die Durchmeſſer der gegebenen Kreife find, 
io verbinde man die Eadpunkte dieſer Sehnen durch die Geraden A B, C D, welche ſich in 
begegnen, und durch zwey andere Geraden A D, B C, die ſich im Punkt 6“ kreuzen. Die Punkte 
G, G find die Mittelpunkte zweyer ſchiefen Kegel, die durch die zwey Kreiſe gefuͤhrt find, welche 
als Halbmeſſer die Geraden A B, G D haben, und deren Ebenen ſenkrecht auf die Ebene der 
drey Mittelpunkte O, E, F find. Um dieſen Satz zu beweiſen, nehmen wir die Eigenthuͤmlichkeit 
des Kreiſes als bekannt an, daß, wenn eine Sehne und ein Durchmeſſer ſenkrecht unter ſich ſind, die 
Sehne den Durchmeſſer in zwey Theile theile, fo daß die Hälfte der Sehne die mittlere Propor— 
tionale iſt, zwiſchen den zwey Theilen des Durchmeſſers. Nachdem man die Gerade G 1 K gezo⸗ 


Durchſchnitte der krummen Flaͤchen und Ebenen. 159 


gen, welche die Sehnen A B, C D in den Punkten K, I ſchneidet, und man betrachtet dieſe Ge— 
rade als die Projektion einer Kante des ſchieſen Kegels, deſſen Scheitel oder Mittelpunkt in G iſt, 
fo muß bewieſen werden, daß dieſe Kante ſich zu gleicher Zeit auf die bevden Kreiſe lehnt, welche 
als Durchmeſſer die Sehnen A B, C D haben. ö 

Nehmen wir an, daß fie durch den Punkt des Kreiſes vom Durchmeſſer C D gehe, welcher 
ſich in I auf die Ebene der drey Mittelpunkte O, E, F projeftirt, Die halbe Sehne dieſes Krei— 
ſes, welche durch denſelben Punkt ſenkrecht auf den Durchmeſſer C D gefuͤhrt iſt, iſt die mittlere 
Proportionale zwiſchen den zwey Theilen C J, D I dieſes Durchmeſſers. Zieht man durch den 
Punkt 1 die Gerade L 1 M parallel zu A B, fo find die zwey Dreyecke D I L, M 1 C aͤhn⸗ 
lich; denn die Winkel BA D und DC G oder D G M, von denen jeder als Maaß die halbe 
Summe der Bögen B C, C D hat, find gleich; aber der Winkel B A D iſt gleich dem Winkel 
M L D; daher haben die beyden Dreyecke D 1 L, M I C drey gleiche Winkel. Die Aehnlich⸗ 
keit derſelben giebt folgende Proportion 

FN e 


woraus ſolgt daß 
DI SCI N. 

Demnach ift die halbe Sehne am Punkt I nicht nur die mittlere Proportionale zwiſchen den 
Geraden D I und I C, ſondern auch zwiſchen den Theilen I L, IM der Geraden LM; fie iſt 
daher auch die Sehne des Kretſes, welcher die Gerade L M als Durchmeſſer hat, und deſſen 
Ebene ſenkrecht auf jene der drey Mittelpunke O, E, F if, Aber in einem Kegel find alle pa: 
rallelen Schnitte aͤhnlich (II. Buch. Note I.); daher ſchneidet die durch A B ſenkrecht auf die 
Ebene der drey Mittelpunkte geführte Ebene, die Kegelflaͤche, deren Mittelpunkt in G iſt, nach 
einem Kreiſe vom Halbmeſſer A B. Auf dieſelbe Art laͤßt ſich beweiſen, daß die Gerade, welche 
als Projektion auf der Ebene der drey Mittelpunkte die Gerade U’ G“ K hat, ſich auf die zwey 
Kreiſe von den Durchmeſſern A B und CD ſtuͤtzt. Man kann daher durch je zwey, auf einer 
Kugel gegebene Kreiſe zwey ſchiefe Kegel fuͤhren; deren Scheitel in der Ebene liegen, die durch 
den Mittelpunkt der Kugel und durch die Mittelpunkte der gegebenen Kreiſe geht. 


275. Umgekehrt, wenn ein Kreis der Kugel gegeben iſt, und ein Punkt außerhalb dieſer Ku— 
gel, ſo geht der ſchiefe Kegel, welcher als Baſis den Kreis hat und als Scheitel den Punkt, noch 
durch einen zweyten Kreis der Kugel, deſſen Ebene ſenkrecht auf diejenige iſt, welche durch den 
Scheitel des Kegels, den Mittelpuakt der Kugel und den Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes ge— 
führe wurde. Dieſe Ebene ſchneidet den Kegel nach zwey Kanten, und der Winkel den dieſe zwey 
Kanten einſchließen, iſt das was man den Haupt Schnitt des fhiefen Kegels nennt. Diefer | 
Schnitt bat die Eigenthuͤmlichkeit, daß eine der ihn bildenden Kanten mit den Ebenen der zwey 
kreisfoͤrmigen Schnitte des Kegels, Winkel macht, welche im Allgemeinen unkereinander verſchieden 
find, aber in jedem Falle gleich den Winkeln der andern Kante des Hauptſchnittes mit den nemli. 
chen Ebenen find. In der Figur 2. Taf. XXIII. macht die Kante & G mit den Ebenen der 
Kreiſe A B, C D gleiche Winkel, mit jenen, welche die Kante B & mit denſelben Ebenen C P, 
A B bildet. Wenn demnach ein ſchiefer Kegel vom zweyten Grad gegeben iſt, jo iſt aus dem 
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vorhergehenden erſichtlich, daß er durch einen Kreis auf zwey verſchiedene Arten erzeugt werden 
kann; und daß es keinen Punkt deſſelben gebe, durch den man nicht zwey Kreiſe fuͤhren koͤnne, 
welche in Ebenen gelegen ſind, von verſchiedener Richtung und ſenkrechter Stellung auf die Ebene 
des Hauptſchnittes der Kegelflaͤche; was dem in Art. 125. II. Buch vorgetragenen Satze gemaͤß iſt. 


276. Sind die Ebenen der zwey Kreiſe einer Kugel parallel, fo wird der durch dieſe zwei 
Kreiſe gehende Kegel, welcher vor den Parallelismus der Ebenen ſchief war, ein gerader Kegel. 
Wenn die zwey Kreiſe von gleichem Halbmeſſer ſind und in parallelen Ebenen liegen, ſo geſtaltet 
ſich der gerade Kegel in einen geraden Cylinder um. 


277. Wenn eine Kugel und ein Schiefer Kegel von kreisſoͤrmiger Grundlinie ſich durchdringen, 
ſo beſteht die Durchſchnittslinie aus zwey Kreiſen, welche in verſchiedenen Ebenen gelegen; wie wir 
ſo eben bewieſen haben. Es kann ſich ereignen, daß der ſchiefe Kegel, welcher die Kugel ſchneidet, 
als Mittelpunkt, einen Punkt der Kugelflaͤche habe; alsdann wird der eine von den Durchſchnitts— 
kreiſen der zwey Flaͤchen auf einen Punkt reduzirt, welcher der Mittelpunkt des Kegels iſt. 

Nehmen wir an, daß, während die Gerade & B, (Fig. 2. Taf. XXIII.) und der Punkt 
O unveränderlich bleiben, die Gerade C D ſtets kleiner werde, indem ſie dabey parallel zu ſich 
ſelbſt bleibt, ſo wird ſie endlich auf den Punkt H zuruͤckkommen, welchen man als Scheitel der Ke— 
gelfaͤche nimmt, und welcher dem Umkreiſe A B C D angehört. j 

In Folge diefer Hypotheſe fallen aber die zwey Geraden O H, O F in einander, daher wird 
jede Ebene, welche ſenkrecht auf den durch den Scheitel des Kegels gefuͤhrten Halbmeſſer der Kugel 
iſt, dieſen Kegel nach einem Kreiſe ſchneiden, was auch noch auf folgende Art erwieſen werden 
kann. 

Es ſey A C (Fig. 3. Taf, XXIII.) der Hauptſchnitt des ſchiefen Kegels, welcher ſei⸗ 
nen Mittelpunkt in dem Punkt G der Kugelflaͤche hat, und als Grundlinie den kleinen Kreis vom 
Halbmeſſer A B. Die Ebene P 2. welche ſenkrecht auf den Halbmeſſer O C der Kugelflaͤche iſt, 
ſchneidet den Kegel nach einem Kreiſe vom Halbmeſſer RS; denn die Winkel der Kanten A C, 
B C mit der Ebene A B find offenbar gleich den Winkeln der nemlichen Kanten B C, A C mit 
der Ebene P O oder R 8. (Art. 275.) Daher find A B und R S die Riſſe von Ebenen, mwels 
che ſenkrecht ſind auf die Ebene des Hauptſchnittes des e und welche dieſen Kegel nach Kreis 
ſen ſchneiden. 


278. Auf dieſe Eigenthuͤmlichkeit des Kegels, welcher als Scheitel einen Punkt der Kugelflä. 
che hat, und als Baſis einen Kreis derſelben Kugel, iſt die Konſtruktion der geographiſchen Kar. 
ten mittelſt der Methode der ſtereographiſchen Projektion gegruͤndet. Nach dieſer Methode 
find die projektirenden Linien Gerade, welche nach einem Punkt der Kugelflaͤche zuſammenlaufen, 
und die Projektionsebene if ſenkrecht auf den Halbmeſſer der Kugel, welcher jenem Punkt ent 
ſpricht. Die nach den Pankten eines Kreiſes der Kugel gerichteten projektirenden Linien gehören 
einem ſchieſen Kegel, welcher von der Projektionsebene nach einem Kreiſe geſchnitten wird; aber 
dieſer letzte Kreis iſt die Projektion des erſten, daher werden alle Kreiſe der Kugel wiederum durch 
andere Kreiſe dargeſtellt. Die Erde, als eine Kugel betrachtet, iſt in Meridiaue und Parallelkreiſe 
eingetheilt, die ſich auf den ſtereographiſchen Karten nach anderen Kreiſen projektiren. 
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| 279. Alle ebenen Schnitte des Umdrehungshyperboloids find krumme Linien vom zweyten Grad. 

Durch ein einfaches Verfahren laͤßt ſich beſtimmen, welche Stellung die durchſchneidende Ebene, in 
Bezug auf die Flaͤche, haben muͤſſe, damit der Schnitt eine Ellipſe, eine Hyperbel oder eine Para— 
bel fey- 

Denken wir uns durch einen beliebigen Punkt der Umdrehungsaxe eine Parallele zu der gera— 
den Erzeugungslinie der Flaͤche gefuͤhrt, und nehmen wir an, dieſe Parallele drehe ſich zu gleicher 
Zeit mit der Erzeugungslinie um die Axe. Durch dieſe Bewegung wird die Erzeugungslinie das 
Hyperboloid hervorbringen, und ihre Parallele wird eine gerade Kegelfläche beſchreiben: dergeſtalt, 
daß es auf dem Hyperboloid keine Gerade giebt, welche nicht ihre Parallele auf der Kegelflaͤche 
hätte, und eben fo umgekehrt, keine Gerade der Kegelllaͤche, der nicht eine Parallele auf dem Hy— 
perboloid entſpraͤche. 


Fuͤhrt man nun durch den Scheitel des Kegels eine parallele Ebene zu der Durchſchneidenden, 
ſo ſchneidet entweder dieſe Ebene den Kegel nach zwey Kanten, oder ſie beruͤhrt ihn nach einer 
Kante, oder endlich fie hat gar keinen Punkt außer dem Scheitel mit dem Kegel gemein. Je nach- 
dem einer dieſer drey Faͤlle ſtatt findet, iſt der Schnitt des Umdrehungshyperboloids eine Hyperbel, 
eine Parabel oder eine Ellipſe. Dieſes iſt einleuchtend bey der Ellipſe, denn da die durchſchneiden— 
de Ebene in dieſem Fall zu keiner der Geraden des Hyperboloids parallel iſt, fo iſt die Durch— 
ſchnittslinie, wie in dem Beyſpiel der Taf. XXV. eine geſchloſſene Linie. Wenn die Ebene den 
Kegel nach zwey Kanten ſchneidet, fo werden die Geraden des Hyperboloids, die zu dieſen beyden 
Kanten, und folglich zur durchſchneidenden Ebene parallel ſind, nur im Unendlichen von der letzten 
Ebene getroffen werden koͤnnen; die Tangenten an den auf dieſen Erzeugungslinien gelegenen Punk- 
ten find die Aſymptoten des Schnittes. 


Die tangirende Ebene an einem Punkt des Umdrehungshyperboloids iſt durch die zwey 
Bedingungen beſtimmt, durch eine Gerade der Fläche zu gehen, und ſenkrecht auf die Meridianebene 
des Beruͤhrungspunkts zu ſeyn. (Art. 136.) Liegt aber der Beruͤhrungspunkt im Unendlichen auf 
einer geraden Erzeugungslinie der Flaͤche, ſo iſt die Meridianebene an Punkts nothwendig pas 
rallel zu jener Geraden. 

Eine Ebene, welche durch die bekannte Gerade rechtwinklig auf die zu derſelben parallelen 
Meridianebene gefuͤhrt wurde, iſt die tangirende Ebene an dem Punkt, welcher auf jener Geraden 
im Unendlichen liegt: der Durchſchnitt dieſer Ebene 55 der Ebene des Schnittes iſt die Aſymp⸗ 
tote. 

Es iſt hieraus erſichtlich, daß jeder . der Flaͤche eine Hyperbel ſey; und daß 
eine ſolche Hyperbel als Aſymptoten die Projektionen derjenigen Geraden des Hyperboloids auf der 
Ebene des Meridianes habe, welche parallel zu dieſer Ebene ſind. 


280. Im Falle die Ebene das Umdrehungshyperboloid nach einer Parabel ſchneidet, ſo iſt 
die tangirende Ebene an dem Punkt, welcher im Unendlichen auf der Geraden liegt, die zu der 
durchſchneidenden Ebene parallel iſt, ſelbſt parallel zu dieſer letzten Ebene und der Schnitt hat keine 
Aſymptole. Um den Parallelismus der genannten zwey Ebenen zu beweifen, bemerken wir, daß 
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die Ebene, welche durch den Mittelpunkt des Kegels parallel zu der durchſchneidenden gefuͤhrt iſt, 
zufolge der Hypotheſe, den Kegel nach einer Kante beruͤhrt, und daß dieſe beyden Ebenen folglich 
ſenkrecht auf die Meridianebene ſind, welche durch die Beruͤhrungskante geht; nun aber iſt dieſe 
Kante parallel zu der Erzeugungslinie des-Hyperboloids, auf welcher der im Unendlichen gelegene 
Punkt des Schnittes ſich befindet, die tangirende Ebene an dem Punkt im Unendlichen, welche 
durch jene Erzeugungslinie geht, und die durchſchneidende Ebene gehen daher durch zwey Parallelen 
und ſind beyde ſenkrecht auf eine und dieſelbe Meridianebene, ſie ſind daher parallel unter ſich; die 
Tangente an jenem Punkt liegt daher ganz im Unendlichen, und es folgt daraus, daß der Schnitt 
keine Aſymptote habe, welche Eigenthuͤmlichkeit die Parabel von den andern krummen Linien des 
zweyten Grades auszeichnet. 


Von den ebenen Schnitten des hyperboliſchen Paraboloids. 


281. Nehmen wir an, ein hyperboliſches Paraboloid fen durch eine Ebene nach einer krum— 
men Linie vom zweyten Grad geſchnitten, und man verlange die beſondere Art der Linie zu kennen? 

Wenn die durchſchneidende Ebene durch eine Gerade der Flaͤche geht, ſo enthaͤlt ſie noch eine 
zweyte Gerade der nemlichen Flaͤche, welche zuſammen den totalen Schnitt bilden, und die Ebene 
beruͤhrt die Flaͤche in dem Begegnungspunkt der zwey Geraden. (Art. 138.) 

Wenn die Ebene durch keine Gerade der Flaͤche geht, ſo giebt es, welche Stellung ſie auch 
haben mag, immer zwey Gerade der Fläche, welche zu derſelben parallel find, und die Punkte der 
Durchſchnittslinie, welche auf dieſen Geraden liegen, ſind im Unendlichen. Um dieſes darzuthun, 
bezeichnen wir die Ebene, zu welcher die Erzeugungslinien des einen Syſtems, des hyperboliſchen 
Paraboloids parallel ſind, mit P und die Ebene des Parallelismus, der zweyten Erzeugungsart, mit 
O. Die gegebene Ebene wird dieſe beyden Ebenen nach zwey Geraden ſchneiden, welche wir 
mit p und 3 bezeichnen wollen. A und A“ ſeyen zwey Erzeugungslinien parallel zu der Ebene P; 
B und B“ ſeyen zwey Gerade des zweyten Erzeugungsſyſtems, welche parallel zu der Ebene Q find, 
Man beſtimme die Parallele zu p, welche ſich auf die zwey Geraden B, B’ ſtuͤtzt; und die Parals 
lele zu 3, welche ſich auf die Geraden A, A’ als Leitlinien anlehnt. Um dieſe Parallelen zu kon— 
ſtruiren, führe man durch die Gerade Bund durch eine Parallele zu p eine Ebene, welche die Gerade 
B' in einem Punkte trifft, durch den man eine andere Parallele zu p führe, welches eine Erzeugungs— 
linie des erſten Syſtems if. Durch die Gerade A und durch eine Parallele zu 4 führe man 
eine Ebene, welche die Gerade A’ in einem Punkte trifft, durch welchen man eine zu 4 parallele 
Erzeugungslinie führt. Die zu p und q parallelen Erzeugungslinien, welche wir mit p’, 4 bezeichnen 
wollen, find offenbar parallel zu der durchſchneidenden Ebene, weil jene dieſe beyden erſten Geraden 
enthält, nun aber find die Punkte der Durchſchufttslinie bes Paraboloids und einer Ebene diejenigen, 
in welchen die Eezeugungslinien des Paraboloids auf die Ebene treffen; welches daher auch die Stellung 
der durchſchneidenden Ebene ſeyn mag, fo giebt es zwey Punkte des Durchſchnittes, die in einer unend— 
lichen Eatfernung auf den zu derſelben Ebene parallelen Erzeugungslinien liegen; woraus folgt, daß 
das hyperboliſche Paraßoloid durch eine Ebene nach keiner geſchloſſenen Linie geſchnitten werden 
kann; die ebenen Schnitte dieſer Fläche find daher entweder Parabeln oder Hyperbeln. Wir werden 
nun beweiſen, daß die Ebenen, welche parallel ſind, zu der geraden Durchſchnittslinie der Ebenen 
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P und L, zu denen die beyden Syſteme von geraden Erzeugungslinien des Paraboloids parallel 
ſind, dieſe Flaͤche nach Parabeln ſchneiden, und daß die Schnitte jeder andern Ebene Hyperbeln 
find, 

282. Die durchſchneidende Ebene trifft die zwey Ebenen P und nach zwey Geraden; die 
zu denſelben Geraden parallelen Erzeugungslinien p“, 7 enthalten in im Unendlichen gelegenen 
Punkte der Durchſchnittslinie, und wenn die Ebenen, welche die Fläche an dieſen Punkten berüh— 
ren, die gegebene Ebene ſchneiden, fo find die geraden Durchſchnitte dieſer Ebenen, Aſymptoten 
der Durchſchnittslinie des Paraboloids und der gegebenen Ebene, woraus folgt, daß dieſe Linie als— 
dann eine Hyperbel ſeyn muͤſſe. 

Irgend eine Ebene X, welche durch die zur durchſchneidenden Ebene parallele Erzeugungslinie 
p geht, trifft eine andere Erzeugungslinie von demſelben Syſtem die einen Punkt; die durch den— 
ſelben Punkt parellel zur Ebene L geführte Ebene ſchneidet die Erzeugungslinie p“ in dem Beruͤh— 
rungspunkt des Paraboloids und der Ebene X; wenn daher die Ebene X parallel zu der Ebene 
P ift, fo iſt fie auch parallel zu allen Erzeugungslinien, welche wie A, A“ zu derſelben Ebene parallel 
find, fie trifft daher keine dieſer Geraden, und da fie tangirend zu dem Paraboloid iſt, fo liegt 
der Beruͤhrungspunkt im Unendlichen auf der Geraden p“ daher iſt der Durchſchnitt dieſer tangi— 
renden Ebene und der Ebene, welche das Paraboloid ſchneidet, die Aſymptote, des in der letzten 
Ebene enthaltenen Schnittes. Aus dem gleichen Grunde trifft die Ebene, welche durch die Gerade 
4 parallel zu der Ebene O geführt iſt, keine der zu dieſer Ebene parallelen Erzeugungslinien der 
Fläche, und ſie iſt, wie jede Ebene, die durch eine Gerade der Flaͤche geht, tangirend zu derſelben 
(Art. 131.); der Beruͤhrungspunkt iſt daher im Unendlichen gelegen. Der Durchſchnitt dieſer letz— 
ten Ebene und der durchſchneidenden, beſtimmt die zweyte Aſymptote. Die beyden erhaltenen Aſymp— 
toten find, zufolge dieſer Konſtruktionen, parallel zu den Geraden p, 4 den geraden Durchſchnitten 
der durchſchneidenden Ebene und der Ebenen P und L. 


283. Im Falle die durchſchneidende Ebene parallel waͤre zu dem Durchſchnitt der Ebenen P 
und Q, fo.ift einleuchtend, daß die Aſymptoten parallel unter ſich werden. Ueberdies find fie in 
einer unendlichen Entfernung; denn die zwey, zu dem geraden Durchſchnitt der Ebenen P und R 
parallelen Erzeugungslinien liegen in einer unendlichen Entfernung von dieſer geraden Durchſchnitts— 
linie. Die Ebenen, welche durch dieſe Erzeugungslinien parallel zu den Ebenen P und O geführt 
find, koͤnnen daher die durchſchneidende Ebene nur nach Geraden treffen, welche ganz im Unendli— 
chen liegen. Nun aber find dieſe Geraden die Aſymptoten; wenn daher die durchſchueidende Ebene 
parallel iſt, zu dem geraden Durchſchnitt der zwey Ebenen des Parallelismus des Paraboloids, fo 
iſt der Schnitt eine von den Linien des zweyten Grads, welche ſich ins Unendliche ausdehnen, und 
keine Aſymptoten haben, das heißt eine Parabel; in jeder andern Richtung bringt die durchſchnei— 
dende Ebene eine Hyperbel hervor, und in keinem Fall kann der Schnitt eine geſchloſſene, in ſich 
ſelbſt zuruͤckkehrende krumme Linie ſeyn. 


284. Ob nun die Linie eine Parabel oder eine Hyperbel ſey, ſo erhaͤlt man die Tagente 
an einen ihrer Punkte, indem man den gemeinfamen Durchſchnitt der Ebene, welche das Parabo— 
lold an dieſem Punkt berührt, und der Ebene des Schnittes konſtruirt. 

21 * 
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288. Wenn man durch einen beliebigen Punkt des Raumes, die Parallelen ſuͤhrt zu fuͤnf 
Geraden eines Hyperboloids, die einem nemlichen Erzeugungsſyſtem angehoͤren, ſo beſitzt der elliptt⸗ 
ſche Kegel, welcher durch dieſe Parallelen geht, die Eigenthuͤmlichkeit, daß es keine, dem einen oder 
dem andern Erzeugungsſyſtem angehoͤrende Gerade des Hyperboloids gabe, die nicht ihre Parallele 
auf jenem Kegel habe. Wenn man dfefen Satz als bewieſen annimmt, und den Kegel konſtruirt 
hat, von welchem man den Mittelpunkt kennt, und fünf Punkte der Grundlinie, die auf den fünf 
gegebenen Kanten gelegen ſind, *) ſo kann man daraus die Art der krummen Linie erkennen, weiche 
aus dem Durchſchnitt des Hyperboloids und einer gegebenen Ebene entſteht; denn nachdem man 
durch den Mittelpunkt des Kegels eine Ebene parallel zu der gegebenen gefuͤhrt hat, ſo hat dieſe 
Ebene mit dem Kegel entweder nichts gemein als den Mittelpunkt, oder fie iſt tangirend zu dem 
ſelben oder fie enthält zwey Kanten des Kegels. 

Der entſprechende Schnitt, nach einer dieſer drey Hypotheſen, iſt entweder eine Ellipſe, Para 
bel oder Hyperbel. 

nehmen wir an, der Schnitt ſey eine Hyperbel, fo ſind alsdann zwey gerade Erzeugungslinien des 
Hyperboloids von einem Netze, parallel zu der durchſchneidenden Ebene, und fie beſtimmen die Aſymp⸗ 
toten der Hyperbel. Ja der That, bezeichnen wir mit A, die erſte von jenen Geraden und mit 
B, C. zwey andere Gerade des Hyperboloids, von dem nemlichen Erzeugungsſyſtem. 


286. Jede durch die Gerade A gehende Ebene ſchneidet die Geraden B und C in zwey 
Punkten; die Gerade, welche dieſe beyden Punkte verbindet, und die Gerade A beſtimmen die 
Stellung einer Ebene, welche die Fläche in dem Begegnungspunkt der zwey Geraden fangirt, Wenn 
man durch die Geraden B, C, und parallel zu der Geraden & zwey Ebenen führt, fo iſt der 
Durchſchnitt dieſer Ebenen parallel zu A, und ſchneidet die zwey Geraden B undz C; wenn man 
daher durch denſelben Durchſchnitt und durch die Gerade A eine Ebene führt, fo iſt dieſe tangi— 
rend zu der Fläche an einem auf der Geraden A im Unendlichen gelegenen Punkt, und folglich if’ 
der Durchſchaitt dieſer tangirenden Ebene, und einer zur Geraden & parallelen durchſchneidenden 
Ebene die Aſymptote der Hyperbel. 

Arbeitet man eben fo bey der Geraden A“ der Fläche, welche parallel zur durchſchneidenden 
Ebene iſt, fo beſtimmt man zwey weitere beliebige Gerade B', C' von der nemlichen Erzeugung; 
durch dieſe Geraden fuͤhre man parallele Ebenen zu der Geraden A“. Der Durchſchnitt dieſer 
Ebenen beſtimmt mit der Geraden A’ eine zweyte tangirende Ebene, deren Berührungspunkt im 
Unendlichen liegt, und welche die Ebene der Hyperbel nach der zweyten Aſymptote ſchneidet. 

Der elliptiſche Kegel, welcher die verſchiedenen Arten der ebenen Schnitte des Hyperbololds 
von einem Netze beſtimmt, verwandelt ſich in einen geraden kreisfoͤrmigen Kegel, wenn das Hyper. 
boloid eine Umdrehungsflaͤche wird. 


*) Wir nehmen als bekannt an, daß durch je fünf Punkte einer Ebene nur eine einzige Kegelſchnittslinie mög⸗ 
lich iſt, 
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> UI TI WET ET TEIL 


Methode zur Beſtimmung der Durchſchnitte krummer Slächen., 


Algemene Auf geg bee. 


Die Erzeugung zweyer krummen Slächen iſt bekannt und alle Angaben, wel: 
che dieſe Erzeugung beſtimmen, find auf den Projektionsebenen verzeichnet; 
man ſoll die Durchſchnittslinie die ſer Flaͤchen konſtruiren? 


287. Aufloͤſung. Man denke ſich eine Reihe unbeſtimmter, und auf paſſende 
Art im Raume gelegener Ebenen; wir wollen zum Beyſpiel, um unſere Begriffe feſtzu— 
ſtellen, dieſe Ebenen ſaͤmmtlich horizontal annehmen und mit E, E, E“. . c. bezeichnen. 

Beſchaͤftigen wir uns zuerſt mit der Ebene E; dieſe Ebene wird jede der beyden 
vorgelegten Flaͤchen nach einer horizontalen Kurve durchſchneiden: man konſtruire die 
Projektionen dieſer Kurven, nach den im vorhergehenden Kapitel vorgetragenen Verfah— 
rungsarten. 

Iſt dieſes geſchehen, ſo kann es ſeyn; daß die Kurven, nach denen die Ebene E 
die beyden Flaͤchen ſchneidet, ſich ſelbſt durchſchneiden, oder daß ſie dies nicht thun. 
Wenn ſie ſich nicht durchſchneiden, wie verlaͤngert ſie auch ſeyn moͤgen, ſo iſt dies ein 
Beweis, daß die beyden Flächen in der Höhe der Ebene E keinen Punkt mit einander 
gemein haben. Schneiden ſich aber die zwey Kurven, ſo werden ſie dies in einer gewiſ— 
ſen Zahl von Punkten thun, und dieſe Punkte, da ſie zu gleicher Zeit ſowohl auf der 
erſten Kurve liegen, als auf der Zweyten, liegen daher auch zu gleicher Zeit auf den 
beoden Flaͤchen, und fie gehören dem gemeinſchaftlichen Durchſchnitte dieſer Flächen an. 
Ueberdies haben die genannten Punkte zu Projektionen die Begegnungspunkte der Pro— 
jektionen der Kurven, und ſie ſind daher beſtimmt. 

Indem man dieſe bey der Ebene E gemachte Operation bey ſo vielen andern Ebe— 
nen E, E“. . . 2c. der angenommenen Reihe, als man noͤthig erachtet, wiederholt, findet 
man die Projektionen fo vieler Punkte des Durchſchnittes der zwey Flächen, als man 
bedarf, um die Projektionen des Schnittes ſelbſt verzeichnen zu koͤnnen. 

288. Die ſo eben vorgetragene Methode iſt allgemein, welches Syſtem von 
durchſchneidenden Ebenen man auch gewählt habe. Wir werden übrigens ſogleich ſe— 
hen, daß die Wahl dieſes Syſtems durchaus nicht gleichguͤltig ſey, ſondern daß man 
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es in gewiſſen Faͤllen ſo einrichten koͤnne, daß ſich daraus leichtere und zierlichere Kon— 
ſtruktionen ergeben; und daß es ſelbſt vortheilhaft ſeyn koͤnne, ſtatt eines Syſtems von 
Ebenen eine Reihe krummer Flaͤchen eee welche nur in einer Dimenſion von 
einander abweichen. 

Um den Durchſchnitt zweyer Umdrehungsflaͤchen zu konſtruiren, deren Axen verti— 
kal find, iſt das vortheilhafteſte Syſtem von Ebenen eine Reihe von Horizontalebenen; 
denn jede von dieſen Ebenen ſchneidet die zwey Flaͤchen nach Kreiſen, deren Mittelpunkte 
in den reſpektiven Axen liegen, deren Halbmeſſer gleich ſind den Ordinaten der Erzeu— 
gungslinien in der Hoͤhe der durchſchneidenden Ebene, und deren Horizontalprojektionen 
wiederum Kreiſe ſind von bekannter Groͤße und Stellung. Man wird leicht einſehen, 
daß wenn die Axen der Flächen parallel wären aber nicht vertikal, man die Projektions— 
ebenen aͤndern muͤßte und ſie ſo waͤhlen, daß eine derſelben ſenkrecht auf die Axen 
wuͤrde. 

289. Wenn der Durchſchnitt zweyer Kegelflaͤchen von beliebigen Grundlinien kon— 
ſtruirt werden ſollte, deren Riſſe auf der Horizontalebene beſtimmt wären, fo würde 
man durch das Soſtem von Horizontalebenen in Operationen gezogen, welche für dieſen 
Fall viel zu langwierig waͤren; denn jede von dieſen Ebenen wuͤrde die zwey Flaͤchen 
nach krummen Linien ſchneiden, welche zwar den entſprechenden Riſſen der Flaͤchen aͤhn— 
lich waͤren, die aber nichts deſto weniger, jede ins Beſondere, punktweiſe konſtruirt wer— 
den muͤßten; waͤhrend dem, wenn man ein Syſtem von Ebenen anwendet, die durch die 
gegebenen Mittelpunkte der beyden Kegel gehen, jede dieſer Ebenen die beyden Kegelflaͤ— 
chen nach einer gewiſſen Zahl gerader Linien ſchneiden wird, die ſich, außer dem Mit— 
telpunkte in eben ſo vielen Punkten begegnen, welche auf dem Durchſchnitte der zwey 
Flaͤchen liegen. 

Aus demſelben Grunde würde man eis zwey Cylinderflaͤchen von beliebigen Grund: 
linien, deren Kanten verſchieden geneigt waͤren, ein Syſtem von durchſchneidenden Ebenen 
waͤhlen, welche parallel waͤren zu den Erzeugungslinien der beyden Cylinder. Die 
Schnitte dieſer Ebenen in den Flaͤchen waͤren gerade Linien, die ſich in Punkten ihrer 
Durchſchnittslinie begegneten. In dieſen beyden genannten Fällen wuͤrden die Punkte 
beyder Projektionen der zu beſtimmenden Durchſchnitte durch die Begegnungen gerader 
Linien konſtruirt. 

290. In einigen Faͤllen kann es ſogar vortheilhaft ſeyn, keine Ebenen, ſondern 
ein Syſtem krummer Flächen zu wählen, Bey zwey Umdrehungsflaͤchen, deren Aren 
in einer Ebene waͤren, aber nicht parallel unter ſich, wuͤrde man ein Syſtem von Ku— 
gelflaͤchen erwaͤhlen, welche ihren gemeinſchaftlichen Mittelpunkt in dem Begegnungspunkte 
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der beyden Axen hätten. Denn jede dieſer Kugelflaͤchen ſchnitte die zwey Um drehungs— 
flächen nach den Umfaͤngen zweyer Kreiſe, welche ihre Mittelpunkte auf den reſpektiven 
Axen haͤtten, und deren Ebenen ſenkrecht auf die Ebene der beyden Axen waͤren. Die 
Durchſchnittspunkte dieſer zwey Umfaͤnge, welche zu gleicher Zeit auf der Kugelflaͤche 
und auf beyden Umdrehungsflaͤchen lägen, gehörten dem verlangten Durchſchnitte an. 
Somit wuͤrden die Projektionen des Durchſchnittes durch die Begegnungen von Kreiſen 
und geraden Linien konſtruirt. In dieſem Falle waͤre die vortheilhafteſte Stellung der 
Projektionsebenen, wenn Eine ſenkrecht auf eine der Axen wäre, und die Andere parallel 
zu den zwey Axen. 

291. Hat man bey einem vorgelegten Falle dasjenige Syſtem durchſchneidender 
Ebenen oder Flaͤchen gewaͤhlt, wodurch ſich die einfachſten Schnitte und die leichteſten 
Konftruftionen ergeben; fo iſt, um allen nutzloſen Arbeiten auszuweichen, die zunaͤchſt 
ſich darbietende Frage: die Graͤnze der Ebenen zu beſtimmen, welche Punkte der zu kon— 
ſtruirenden Durchſchnittslinie enthalten. Es laͤßt ſich übrigens, wie leicht einzufehen, für 
die Aufſuchung dieſer Graͤnzen eben fo wenig wie für die Wahl des Syſtems der durch— 
ſchneidenden Ebenen eine allgemeine Regel geben; da beyde ſowohl von der Erzeugungs— 
art der gegebenen Flaͤchen, als von ihrer gegenſeitigen Stellung abhaͤngen. 

292. Die Anwendung der vorgetragenen Methode erfodert ferner bey jedem ein⸗ 
zelnen Falle noch eine Eroͤrterung, deren Zweck iſt zu erkennen, ob die Durchſchnitts⸗ 
kurve der zwey vorgelegten Flaͤchen eben ſey; ob fie merkwürdige Punkte habe, 
und wie dieſe zu beſtimmen fegen; ob fie einen oder mehrere Zweige habe, und wie 
man unter den, durch die allgemeine Methode gefundenen Punkten, diejenigen unterſchei— 
de, welche einem nemlichen Zweige angehoͤren; ob die Durchſchnittslinie aus geſchloſſe— 
nen oder unendlichen Zweigen beſtehe ꝛc. 

Bey den einzelnen Beyſpielen werden wir in die erfoderlichen derartigen Diskuſſio— 
nen eingehen. 


Von den Tangenten und den Normalebenen zu den Durchſchnittslinien krum—⸗ 
mer Flaͤchen. 


293. Jeder Punkt der Durchſchnittslinie zweyer krummen Flaͤchen gehört den bey— 
den Flaͤchen zu gleicher Zeit an. Wenn man daher durch einen ſolchen Punkt, indem 
man ihn als der erſten Flaͤche angehoͤrig betrachtet, eine tangirende Ebene zu derſelben 
Flaͤche fuͤhrt, ſo beruͤhrt dieſe Ebene den Durchſchnitt in dem betrachteten Punkt. Glei— 
cherweiſe, wenn man durch denſelben Punkt, indem man ihn als auf der zweyten Fläche 
liegend betrachtet, eine tangirende Ebene zu dieſer Flaͤche führt, fo berührt auch dieſe 
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Ebene den Durchſchnitt in dem betrachteten Punkt. Die zwey tangirenden Ebenen be— 
rühren daher den Durchſchnitt in dem nemlichen Punkt, und da dieſer Punkt zugleich 
der Geraden angehoͤrt, nach welcher ſie ſich ſchneiden, ſo iſt dieſer gerade Durchſchnitt 
der zwey tangirenden Ebenen die Tangente zu dem Durchſchnitte der beyden Flaͤchen an 
dem genannten Punkt. 

Wenn die Eine der beyden Flaͤchen eine Ebene iſt, fo haben wir ſchon (Art. 218.) 
geſehen, daß die Tangente an irgend einem Punkt ihrer Durchſchnittslinie in dem Durch— 
ſchnitte der tangirenden Ebene und der Ebene des Schnittes liege. 

294. Die Ebene, welche eine aus dem Durchſchnitte zweyer Flaͤchen entſtandene 
doppelt gekruͤmmte Linie rechtwinklig durchſchneidet, und welche folglich ſenkrecht auf die 
Tangente an dem Durchſchnittspunkte iſt, heißt Normalebene der krummen Linie 
(Art. 69). Obſchon man bey den Anwendungen der darſtellenden Geometrie haͤufig 
Normalebenen zu krummen Linien von doppelter Kruͤmmung zu betrachten hat; ſo wer— 
den wir uns doch, in Bezug auf ihre Konſtruktionen, in keine weiteren Details einlaſſen, 
da ſie immer als bekannt zu betrachten ſind, ſobald die Stellung der entſprechenden Tan⸗ 
gente u der Linie beſtimmt ift, 


Aufgaben uͤber die Konſtruktionen der Durchſchnitte krummer Flaͤchen. 
Er tie A fg 


Es ſind zwey Umdrehungsflaͤchen von vertikalen Axen gegeben; man ſoll ihre 
gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie konſtruiren? 


295. Aufloͤſung. Wenn man bey der Unterſuchung, welche zu der vorliegen: 
den Aufgabe Veranlaſſung giebt, keine anderen Durchſchnitte zu betrachten hat, als den 
der beyden Umdrehungsflaͤchen, ſo gewaͤhrt es einigen Vortheil die Projektionsebenen ſo 
zu waͤhlen, daß die Vertikalebene parallel zu den beyden Axen waͤre. Sobald aber zu 
gleicher Zeit noch die Durchſchnitte dieſer Flaͤchen mit Andern zu betrachten waͤren, ſo 
brachte die Veränderung der Projektionsebenen keinen weiteren Vortheil, und man kann 
ſich die Gegenſtaͤnde ſogar leichter vorſtellen „ wenn man fie Alle auf die nemlichen 
Ebenen bezieht. Wir werden daher die Ebene der beyden Aren in beliebiger Neigung 
gegen die Vertikalebenen annehmen. 

296. Wir waͤhlen als Beyſpiel zwey gerade kreisfoͤrmige Kegel Taf. XXVII. 
(A, a 4) und (B, 5 5˙09 ſeyen die vertikalen Axen der beyden Flaͤchen, (A, a) der 
Mittelpunkt der Einen und T U T V ihr Niß auf der Horizontalebene; CB, 5) ſey 
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der Mittelpunkt der zwegten Flaͤche und ihr Riß auf der Horizontalebene ſey der Kreis 
RX VZ. f 
Man ſchneide beyde Flächen durch eine Reihe von Horizontalebenen, deren Pro: 
jektionen auf der Vertikalebene die unbeſtimmten Horizontalen 77, “ J,!“ L. . .. c. find. 
Jede von dieſen Horizontalebenen, zum Behyſpiel die in 77 projeftirte, begegnet der er; 
ſten Flaͤche nach einem Kreiſe, deſſen Horizontalprojektion M FG iſt; dieſelbe Ebene be; 
gegnet der zweyten Flaͤche ebenfalls nach einem Kreiſe, der ſich nach N F G auf die 
Horizontalebene projektirt. Die zwey Kreiſe M F G, N F G begegnen ſich ſelbſt in zwey 
Punkten F, G; man projektire dieſe auf die Horizontale 2 Z nach f und g, und man 
hat in (F, /), (G, g) zwey Punkte der zu beſtimmenden Durchſchnittslinie. 

Dieſes nemliche Verfahren bey einer beliebigen Anzahl von Huͤlfsebenen “ “, 
“ “ . . . 2c. wiederholt, giebt bey einer jeden, welche Punkte des Schnittes enthält, im 
Allgemeinen zwey ſolcher Punkte. 
| 297. Es iſt fofort erfoderlich, die begraͤnzenden Ebenen 7 7 der angenommenen 
Reihe zu finden, welche die aͤußerſten Punkte der zu beſtimmenden Linie enthalten. Zu 
dieſem Ende führe man durch die beyden Axen (A, aa), (B, 5 5) eine Ebene V U, 
welche die beyden Flaͤchen, jede nach einem Meridiane ſchneidet, und laſſe dieſe Ebene 
ſammt den in ihr enthaltenen Meridianſchnitten ſich um die eine Axe (A, ad) drehen, 
bis in die zur Vertikalebene parallele Stellung T T. Durch dieſe Drehung faͤllt der 
Meridian der erſten Fläche mit dem gegebenen , zuſammen, und der Meridian der 
zweyten Fläche wird die Stellung (A T, x” 5° 2“) nehmen, welche leicht zu konſtrui— 
ren iſt. | . 
Iſt dieſes geſchehen, ſo werden die in einer Ebene T J betrachteten Meridiane 
4, *“ 5“ 2“ ſich in einer gewiſſen Anzahl (in unſerm Beyſpiele in vier) Punkten 
ſchneiden. Durch dieſe Punkte F, 7, d, e ziehe man die unbeſtimmten Horizontalen 
1 1, „% h, dd, & e, fo hat man die Projektionen der begränzenden Ebenen der ange— 
nommenen Reihe; und wenn man die, auf denſelben Horizontalenen gemeſſenen Abſtaͤn— 
de der Punkte 7’, 47, d, e von der Geraden a a nimmt, und ſich auf der VA U 
nacheinander von A nach D, nach II nach I und E trägt, ſodann dieſe letztgenannten 
Punkte auf die entſprechenden Horizontalen nach d, nach A, nach i und e projektirt, fo 
find (I, 1), CH, 17), (D, d), (E, e) die in den begraͤnzenden Ebenen enthaltenen Punks 
te des Durchſchnittes der beyden vorgelegten Umdrehungsflaͤchen. 

298. Die gefundene Durchſchnittslinie beſteht aus zwey, auf beyden Netzen der 
gegebenen Flächen gelegenen Zweigen (BD b E G, d fe g), (HI K, 1; und da 
die beyden Flaͤchen ſymetriſch ſind, in Bezug auf die ihnen gemeinſchaftliche Meridian— 
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ebene VA BU, fo iſt leicht zu erſehen, daß auch die Linie ihres gemeinſamen Durch- 
ſchnittes ſymetriſch ſey, in Bezug auf dieſelbe Ebene. 

299. Um an irgend einem Punkt (C, c) der konſtruirten Durchſchnittslinie die 
Tangente zu erhalten, ſo wiſſen wir, daß dieſe Tangente die gerade Durchſchnittslinie 
der tangirenden Ebenen zu den zwey gegebenen Flaͤchen an demſelben Punkte (C, c) 
ſey; (Art. 282) und daß es, um dieſe Tangente zu beſtimmen, hinreichend iſt, ihren 
Durchſchnittspunkt S mit der Horizontalebene zu kennen. Nun aber liegt dieſer letzte a 
Punkt, in dem Zuſammentreffen der Horizontalriſſe der tangirenden Ebenen zu beyden 
Flaͤchen an dem ihnen gemeinſchaftlichen Punkte CC, c); wenn man daher dieſe Niſſe 
2, RR nach den im zwepten Kapitel des zweyten Buches vorgetragenen Methoden 
konſtruirt, und ihren Begegnungspunkt S auf die Vertikalebene nach s projeftirt, ſodann 
die Geraden C8, os zieht, fo hat man die Projektionen der verlangten Tangente, wel: 
che Projektionen ſelbſt wiederum Tangenten find, zu den Projektionen der Durchſchnitts— 
linie. 

300. Die Tangenten an den auf der Meridianebene V A B U liegenden Punkte 
(1, 1), CH, A), (D, 4), (E, e) der Durchſchnittslinie find horizontal, und ihre unbe— 
ſtimmten Vertikalprojektionen find die Geraden 1 7, * N, d d, ee, welche die Kurve 
1 % d f e gi in den Punkten i, /, d, e berühren. In der That, ſind die tangiren— 
den Ebenen zu den beyden gegebenen Flächen an einem der genannten Punkte ſenkrecht 
auf die nemliche Meridianebene VA B U; ihre Horizontalriſſe find daher parallel unter 
ſich, und ihre gemeinſchaftlichen Durchſchnitte, welche Tangenten find zu der Durchſchnitts— 
linie an denſelben Punkten, ſind ebenfalls auf die Ebene V AB Uſenkrechte Hori— 
zontallinien. Da nun überdies die genannten Punkte die Einzigen ſind, deren Tangen— 
ten eine horizontale Richtung haben, ſo folgt daraus noch ferner, daß ſie diejenigen Punkte 
eines jeden Zweiges der Durchſchnittslinie ſeyen, deren Höhen über der Horizontalebene 
ein Maximum oder Minimum ſind. i 


Z wehte A uff ga b e. 


Man fol den Durchſchnitt zweyer Cylinderflaͤchen von beliebigen Grundlinien 
konſtruiren? 


301. Aufloͤſung. Bey der vorgelegten Aufgabe, beſonders wenn die gegebenen 
Cylliader von kreisfoͤrmigen Grundlinien find, iſt es vortheilhaft, die Projektionsebenen 
fo zu wählen, daß Eine derſelben parallel zu den Erzeugungslinien der zwey Cylinder 
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ſey. Wir werden übrigens hier, der allgemeinen Aufloͤſung wegen, die Erzeugungslinien 
der zwey Flaͤchen auf beliebige Art gegen die Projektionsebenen geſtellt annehmen. 

Es ſeyen demnach G E F N und O K JI (Taf. XXIII.) die auf der Hort: 
zontalebene gegebenen oder konſtruirten Riſſe der beyden Cylinderflaͤchen. (A B, 4% 
ſey die Gerade, zu welcher die Erzeugungslinie der einen, und (C D, cd) die Gerade, 
zu welcher die Erzeugungslinie der zweyten Cylinderflaͤche parallel ſeyn ſoll. 

N 302. Man denke ſich die beyden Flaͤchen durch eine Reihe von Ebenen geſchnit— 
ten, welche ſaͤmmtlich parallel ſind zu ihren reſpektiven Erzeugungslinien. Dieſe Ebenen 
werden die beyden Cylinder nach geraden Linien ſchneiden, und alle derartigen geraden 
Schnitte, welche in einer nemlichen Ebene liegen, beſtimmen durch ihr wechſelweiſes Zu— 
ſammentreffen, eben ſo viele Punkte der zu ſuchenden Durchſchnittslinie. 

Demnach führe man durch die eine gegebene Gerade (C D, c d) eine Ebene pa— 

rallel zu der andern gegebenen (A B, a 5), und man beſtimme den Riß A” C dieſer 
Ebene auf der Horizontalebene Die Horizontalriffe aller Ebenen der angenommenen 
Reihe werden parallel zu dieſer Geraden A’ C ſeyn. 
Wenn, wie in unſerm angenommenen Beyſpiele, die Grundlinien der Bade Cy⸗ 
linder geſchloſſene Kurven ſind, ſo ziehe man auf der Horizontalebene die Parallelen zu 
A’ C, welche wie die GN O oder L J die Grundlinie des einen Cylinders berühren, 
und die des Andern entweder ebenfalls berühren oder in mehreren Punkten durchſchnei— 
den, und man hat die Riſſe der begraͤnzenden Ebenen der Reihe, das heißt derjenigen 
Ebenen, zwiſchen welchen alle Punkte der Durchſchnittskurve beyder Cylinder eingeſchloſ— 
ſen ſind. Denn jede andere, zu den Erzeugungslinien der zwey Cylinderflaͤchen parallele 
Ebene, deren Riſſe außerhalb des Flaͤchenraumes fiele, den die zwey Parallelen GO, LI 
begraͤnzen, ſchnitte entweder nur Eine der beyden Flaͤchen oder keine von Beyden und 
offenbar koͤnnte ſie in beyden Faͤllen keine Punkte des Schnittes enthalten, weil ſie 
durchaus keinen Punkt der zweyten Flaͤche mehr enthielte. 

E K ſey fofort der Riß einer Ebene der Reihe, welche die Grundlinie der erſten 
Flaͤche in den Punkten E, F ſchneidet, und die Grundlinie der zweyten Flaͤche in den 
Punkten I, Kk. Zieht man durch dieſe Punkte zu den Projektionen der beyderſeitigen 
Erzeugungslinien die Parallelen E R, FP und 1 8, K R, fo beſtimmen dieſe Parallelen 
durch ihr gegenſeitiges Zuſammentreffen die Punkte 8, Q, P, R, die der Horizontalpro—⸗ 
jektion des Durchſchnittes der zweg Flaͤchen angehören. 

Indem man die Punkte E, F und J, K auf die Projektionsaxe nach e, fund 1, * 
projektirt, und durch dieſe letzteren Punkte die Parallelen er, fg und 1 5, V p zu den 
Geraden ad, cd zieht, ſo erhält man durch das Zuſammentreffen dieſer Parallelen in 
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5, 7, p, q, die Vertikalprojektionen derſelben e des Durchſchnittes, deren Horizontal; 


projektionen 8, R, P, Q̃ſind. 
Wir muͤſſen hier bemerken, daß es ich nothwendig iſt, die beyden Projektionen 


der Durchſchnittslinie unabhaͤngig von einander zu konſtruiren, ſondern daß wenn man 


einen Punkt einer Projektion gefunden hat, man ſeinen entſprechenden auf der andern 
Projektion finden koͤnne, wenn man dieſen Punkt mittelſt einer Senkrechten auf die 
Projektionsaxe auf eine der Geraden projektirt, die ihn enthalten muß. 


Dieſes liefert ein Mittel, die Genauigkeit der Operationen zu berühren, und in ge 


wiſſen Fallen die Durchſchnitte von Geraden zu vermeiden, die ſich in zu ſchiefen Winkeln 
begegneten. 

303. Um die Tangenten zur Horizontalprojektion zu erhalten, zum Beyſpiel 
jene an dem Punkt 8, iſt es nur erfoderlich, den Durchſchnittspunkt der Tangente, die 
dem Punkt (8, s) angehört, durch die Horizontalebene zu konſtruiren. Aber dieſe Tan— 
gente iſt der Durchſchnitt der Ebenen, welche die beyden Cylinder an dem Punkt (8, 5) 
beruͤhren, und ſie trifft die Horizontalebene in dem Begegnungspunkte der Horizontal— 
riſſe jener beyden tangirenden Ebenen, wenn man daher dieſe Riſſe E Y, I X nach den 
bekannten Verfahrungsarten (Art. 79.) konſtruirt, und ihren Begegnungspunkt Y mit 
dem Punkte S verbindet, fo iſt die Gerade S Y die verlangte Tangente an den Punkt 
S; und wenn man den Punkt Y auf die Projektionsaxe nach y projektirt und die Ger 
rade s y zieht, fo hat man die Tangente in s zu der i rs p des 
Durchſchnittes. 

304. Die begraͤnzenden Ebenen der angenommenen Reihe, zum Beyſpiele die, de⸗ 
ren Riſſe auf der Horizontalebene L )' J iſt, berührt den erſten Cylinder nach einer 
durch den Punkt L feiner Grundlinie gehenden Kante (L. , TY) und fie durch⸗ 
ſchneidet den zweyten Cylinder nach zwey Kanten (Ta, je), (J B, 7, 8“), die ſich mit 
der Erſten in den Punkten (o, &), (8, 8“) des Durchſchnittes kreuzen. Aber die tan— 
girenden Ebenen zu den beyden Cylindern an dieſen Punkten (, &), (8, 8) müſſen 
ſich offenbar nach den Geraden (I x, j ), (J, 8, 8 ſchneiden, daher find dieſe 
Geraden zugleich auch Tangenten zu der Durchſchnittslinie der zwey Cylinder. Ihre 
Horizontalprojektionen J, JB berühren die . des Durchſchnittes in 
den Punkten , g und ihre e Tas Deu FE die Vertikalprojektion 
des Schnittes in den Punkten *, 85 

305. Die Horizontalprojektionen der zwey Cylinderflaͤchen werden durch die Ger 
raden begraͤnzt, welche parallel zu A B beruͤhrend an die Grundlinie E L F G N gezo— 
gen find, und durch die Parallelen zu D C, welche die Grundlinie I K M] berühren, 
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Die Gerade M iſt eine dieſer Parallelen; durch ihren Beruͤhrungspunkt M mit der 
Grundlinie IK M] führe man eine der angenommenen Huͤlfsebenen. Indem man bey 
dieſer Ebene, deren Riß M' U iſt, wie bey den uͤbrigen arbeitet, erhält man nebſt an: 
dern, Punkte wie „ der Horizontalprojektion des Durchſchnittes, und dieſe find zugleich 
die Beruͤhrungspunkte der begraͤnzenden Geraden M mit derſelben Projektion. Denn 
die Tangente an dem in y projektirten Punkt des Durchſchnittes iſt der tangirenden 
Ebene zu dem Cylinder von der Grundlinie I KM J enthalten, deren unbeſtimmte Ho: 
rizontalprojektion mit der Geraden M zuſammenfaͤllt. (Art. 128). 

Nach der ganz gleichen Folgerung findet man einen Berührungspunkt e' der Ver— 
tikalprojektion der Durchſchnittslinie mit der begraͤnzenden Geraden m, wenn man durch 
den Punkt „ der Grundlinie, deſſen Vertikalprojektion m iſt, eine Huͤlfsebene der ange— 
nommenen Reihe fuͤhrt und die Projektionen, der in dieſer Ebene een Punkte 
der Durchſchnittslinie beſtimmt. 

Auf dieſe Weiſe ſuche man in jeder Projektion die Beruͤhrungspunkte der begraͤn— 
zenden Kanten beyder Cylinder mit den Projektionen ihrer Durchſchnittslinie, denn dieſe 
Punkte find dadurch, daß man ihre zugehörigen Tangenten kennt, zur genauen Verzeich— 
nung der genannten Projektionen ſehr behuͤlflich. 

306. Wenn die Grundlinie zweyer ſich durchdringender Cylinder geſchloſſene Li— 
nien ſind, ſo kann kein Punkt ihrer Durchſchnittslinie im Unendlichen liegen, außer wenn 
einige Kanten der zwey Cylinder parallel unter ſich waͤren; aber zwey Kanten koͤnnen 
nicht unter ſich parallel ſeyn, ohne daß ſaͤmmtliche Kanten beyder Cylinder parallel unter ſich 
waͤren, und nach dieſer Hypotheſe des Parallelismus der beyderſeitigen Kanten, ſchnitten ſich 
die Cylinderflaͤchen nach geraden Linien. Es folgt daraus, daß, welches auch die Leit— 
linien der zwey Flächen ſeyn mögen, vorausgeſetzt, daß ſie bey beyden Cylindern aus 
geſchloſſenen Zweigen beſtehen, ſo ſind die Zweige des Durchſchnittes immer geſchloſſen, 
oder ſie beſchraͤnken ſich auf gerade Linien. Waͤren jedoch die Leitlinien der Cylinder 
Kurven von unendlichen Zweigen, ſo daß ihre reſpektiven Riſſe auf der Horizontalebene 
von allen, zu den beyderſeitigen Erzeugungslinien parallelen Ebenen getroffen wuͤrden, 
ſo muͤßte ſich die Durchſchnittslinie nothwendig ins Unendliche ausdehnen. 

307. Unter der Vorausſetzung, daß die Leitlinien der zwey Cylinder geſchloſſene 
Linien ſeyen, wie in der Tak. XX VIII. if die Durchſchnittslinie ebenfalls geſchloſſen; 
aber ſie kann aus einem einzigen, oder aus zwey abgeſonderten Zweigen beſtehen, was 
mittelſt der Riſſe der begraͤnzenden Huͤlfsebenen unmittelbar erkannt werden kann. 

In der vorliegenden Figur iſt der Riß G O der einen begraͤnzenden Huͤlfsebene Se— 
kante zu der Grundlinie G E L N und Tangente zu der Grundlinie K 1 J M; der 
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zweyte begraͤnzende Riß L.] hingegen iſt Sekante zu der letzten Grundlinie und Tan— 
gente zu der erſten. Aus dieſer Stellung der begraͤnzenden Riſſe wird man ſogleich er— 
kennen, daß keiner der beyden Cylinder von dem andern gaͤnzlich durchdrungen werde. 
Der Abſchnitt des erſten Cylinders, welchem der Bogen G 6. N angehört, ſtreift über 
den zweyten Cylinder weg, und der Abſchnitt dieſes Zweyten, dem der Bogen JA J 
entſpricht, laͤuft unter dem erſten hindurch, ſo daß der eine Cylinder gewiſſermaaßen ein 
Stuck aus dem Andern ausreißet. Die Durchſchnittslinie der beyden Cylinder kann daher 
nur aus einem einzigen geſchloſſenen Zweige gebildet ſeyn. 

Wuͤrde hingegen auch der Riß L J, fo wie der G O, die Grundlinie LJ M K des 
zweyten Cylinders beruͤhren, und die des erſten durchſchneiden, ſo waͤre dieſer letzte Cy— 
linder nothwendig ganz von dem erſten durchdrungen; der Durchſchnitt beſtuͤnde aus 
zwey abgeſonderten Zweigen, einem Zweige des Eintritts und einem Zweige des Aus, 
ganges des kleineren Cylinders aus dem Groͤßeren. 

Ein dritter Fall waͤre endlich, wenn ein begraͤnzender Riß zugle ich beyde Grund— 
linien beruͤhrte; die Durchſchnittslinie der zwey Cylinder beſtuͤnde ſodann aus einem 
einzigen Zweige mit einem doppelten Punkte, und dieſe Linie bildete den e der 
Schnitte von zwey Zweigen, zu jenen von einem einzigen Zweige. 

308. Es giebt Fälle, wo die Daͤrchdringung zweyer Cylinder eine ebene Kurve iſt. 
Nehmen wir zum Beyſoiel einen horizontalen Cylinder (Fig. a. Taf. X XVIII.), welcher 
als Grundlinie einen vertikalen Kreis vom Durchmeſſer A B hat, und von welchem 
die, durch die Endpunkte A, B deſſelben Durchmeſſers gehenden Kanten die Honrizon— 
tallinien A C E, B F D find. Indem man dieſen Cylinder durch eine vertikale Ebene 
C D fihneidet, und dieſen Schnitt als die Grundlinie eines zweyten Cylinders betrach— 
tet, deſſen Kanten parallel ſind zu den gegebenen Geraden C F, D E, ſo iſt ein— 
leuchtend, daß dieſe beyden Cylinder ſich durchſchneiden, und daß ihre Durchſchnittslinie 
aus zwey ebenen Kurven beſtehen muͤſſe, die in den Vertikalebenen C D, E F gelegen 
ſind; und daß dieſe Kurven ſich ſelbſt in einem Punkte ſchnitten, deſſen Horizontalpro— 
jeftion O iſt. Dieſer Punkt wäre der Durchſchnitt zweyer horizontalen Kanten, die in 
der nemlichen tangirenden Ebene enthalten ſind. Der Durchſchnitt dieſer Ebene und der 
beyden Vertikalebenen C D, E F beſtimmte die horizontalen a zu der Durch⸗ 
ſchnittslinie der beyden Cylinder. 
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Dy ite Auf gad e. 
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D 


Man ſoll den Durchſchnitt einer Kegelflaͤthe von beliebiger Grundlinie, und 
einer Kugel konſtruiren? 


Wir nehmen hier an, die zwey Flaͤchen ſeyen konzentriſch, weil wir dieſes beſonde— 
ren Falles für die folgende Aufgabe bedürfen. 

309. Aufloͤſung. (A, 4) (Taf XXIX. Fig. 1.) ſey der gemeinſchaftliche 
Mittelpunkt der zwey Flaͤchen; 3 C D E der gegebene Horizontalriß der Kegelflaͤche; 
a m der Halbmeſſer der Kugel und der Kreisbogen 1g, m ein Stuͤck der Graͤnze 
der Vertikalprojektion dieſer Kugel. 

Es iſt einleuchtend, daß die mit dem Kegel konzentriſche Kugel die beyden 
Netze dieſer Fläche ſchneiden werde, und daß die Durchſchnittslinie aus zwey abgeſon— 
derten, und in Bezug auf den Mittelpunkt der Kugel, ſymetriſch gelegenen Zweigen be— 
ſtehe. Wir werden daher nur einen dieſer Zweige, nemlich den auf dem unteren Netze 
der Kegelflaͤche gelegenen konſtruiren; weil Alles von dieſem unteren Zweige geſagte 
gleichmaͤßig von dem Oberen gilt. 

Man denke ſich durch den gemeinſchaftlichen Mittelpunkt der zwey Flaͤchen eine 
Reihe von Ebenen, welche man ſaͤmmtlich ſenkrecht auf eine der Projektionsebenen an— 
nehmen kann. In der Fig. 1. Taf XXIX, haben wir dieſelben vertikal angenommen. 
Jede von dieſen Ebenen wird die Kegelflaͤche nach geraden Linien ſchneiden, und die 
Kugelflaͤche nach dem Umfang eines ihrer großen Kreiſe; und in jeder Ebene beſtimmen 
die Begegnungen dieſer Geraden mit dem Umfange des Kreiſes, Punkte des verlangten 
Durchſchnittes. Man ziehe daher durch den Punkt A fo viele unbeſtimmte Geraden 
CAE als man will, fo hat man die Horizontalprojektionen eben fo vieler Ebenen der 
Reihe. Jede dieſer Vertikalebenen, wie A E, ſchneidet die Kegelfläche nach zwey Kanten, 
welche durch die Durchſchnittspunkte C, E, des Riſſes BC D E, und der Geraden CA E 
gehen, und deren Vertikalprojektionen die Geraden c a’, e a find. Es bleiben nun die 
Begegnungspunkte dieſer Kanten mit dem Schnitte der Kugel durch dieſelbe Ebene zu 
finden. 

Nachdem man zu dieſem Zweck durch eden Punkt A der Geraden FA D’ parallel zu 
der Projektionsaxe L. M gezogen, denke man ſich, daß die Vertikalebene C A E ſich um 
die aus A errichtete Vertikale (A, a a’) drehe, bis fie parallel zur vertikalen Projek— 
tionsebene geworden ſey; und daß ſie uͤberdies die in beyden Flaͤchen gemachten Schnitte 
mit ſich führe. Durch dieſe Bewegung werden die Punkte C, E nach G und F kom— 
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men, und wenn man dieſe letzten Punkte auf die Vertikalebene nach 7, g projektirt und 
die Geraden f a, g 4 zieht, ſo find dieſe Geraden nebſt dem Umkreiſe „ g' m die 
Schnitte der Ebene und der beyden Flaͤchen, in der Stellung betrachtet, die ſie, vermoͤ— 
ge der Bewegung der Ebene genommen haben. Die Begegnungspunkte FY, g der Geraden 
Fd, ga mit dem Umkreiſe, find daher die Projektionen der Punkte des verlangten 
Durchſchnittes, gleichfalls in der neuen Stellung der Ebene betrachtet. Dieſe Punkte 
F, g geben nun zugleich die Höhen derſelben Punkte des Durchſchnittes uͤber der Hori— 
zontalebene an; man ziehe daher durch dieſelben die Horizontalen f 7, g , fo beſtim— 
men dieſe durch ihr Zuſammentreffen in 7, 1 mit den entſprechenden Geraden a e, a c 
die Vertikalprojektionen jener Punkte des Durchſchnittes in ihrer natuͤrlichen Stellung; 
und wenn man „ und z auf die Gerade C A E nach H und J projektirt, beſtimmt 
man die Horizontalprojektionen H, J derſelben Punkte. 

Es iſt leicht zu erſehen, daß die Punkte II, I in der nemlichen Entfernung vom 
Punkt A ſeyen, wie die entſprechenden Punkte f’, g von der Vertikalen a 4. Dieſer | 
Umſtand giebt ein Bewaͤhrungsmittel für die Genauigkeit der Konſtruktionen, was haupt: 
ſaͤchlich bey den zu ſchraͤgen Durchſchnitten der Geraden C E mit den projektirenden Ger 
raden von Nutzen iſt. 


310. Um die Tangente an einem Punkt (J, 1) des Durchſchnittes zu erhalten, 
ſuchen wir, wie in den vorhergehenden Beyſpielen den Durchſchnitt dieſer Tangente durch 
die Horizontalebene, welcher letztere Punkt ſich aus dem Zuſammentreffen der Horizon⸗ 
talriſſe der tangirenden Ebenen zu beyden Flaͤchen an dem Punkt (J, 1) ergiebt. 


Nun aber iſt die Tangente in C zu der Krummen B C D E offenbar der Riß 
der genannten tangirenden Ebene zu der Kegelflaͤche. Was den Riß der tangirenden 
Ebene zu der Kugel betrifft, fo verfahre man bey den Umdrehungsflaͤchen, indem man 
nemlich an dem Punkt g zu dem Kreiſe e, g m die Tangente 9’ o zieht, welche ver; 
laͤngert die Gerade IL. M in einem Punkt o trifft; ſodann a o auf der E A von A 
nach O trägt, und durch den Punkt O die Gerade O P ſenkrecht auf C E zieht. Die 
zwey gefundenen Riſſe C P, O ſchneiden ſich in dem Punkt (P, 5), und wenn man 
die Geraden P J, p 1 zieht, fo hat man die Projektionen der Tangente in dem Punkt 
(J, 1) des Durchſchnittes der zwey Flächen, 

311. Die Vertikalprojektion n A 7 der Durchſchnittslinie hat mehrere merkwuͤr— 
dige Punkte, welche auf den begraͤnzenden Linien der Projektionen beyder Flaͤchen liegen, 
und welche beſtimmt werden muͤſſen, wenn man die genannte Kurve mit Genauigkeit 
ziehen will. 
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Die Projektionen a’ 5, 4 d der aͤußerſten Kanten der Kegelflaͤche koͤnnen (Art. 128) 
als die Projektionen von tangirenden Ebenen zu der Flaͤche betrachtet werden, welche 
ſenkrecht auf die Vertikalebene find, woraus folgt, daß dieſe Projektionen a’ 5, 4 d auch 
die Krumme n h in Punkten wie „ & berühren. 

Man beſtimme, um dieſe Punkte zu finden, vorerft die Kanten (A B, 4 5), 
(A D, 4d) der Kegelflaͤche, deren Vertikalprojektionen die Graͤnzen der Vertikalprojek— 
tion der Fläche find, was bey dem beſonderen Falle eines elliptiſchen Kegels nach dem 
Verfahren geſchieht, welches wir Art. 87. angegeben haben. 

Nachdem dieſes geſchehen, beſchreibe man aus A als Mittelpunkt, und mit den 
Halbmeſſern A B, A D Kreisboͤgen, welche die Gerade A F in den Punkten B', D' 
treffen; dieſe letzteren projektire man auf die L M nach 2’, 4; zieht man ſodann Gera— 
den a 5, a’ d, welche den Kreisbogen m f’ g in n, & ſchneiden, und durch dieſe 
Punkte u., # die Horizontalen u , * K, fo treffen dieſe in den Punkten „, A mit den 
Graͤnzen 4 5, a’d der Vertikalprojektion des Kegels zuſammen. Die Senkrechten » N, 
1K auf LM treffen die Geraden A B, A D in den Punkten N, K der Horizontalpro⸗ 
jektion NI K H des Durchſchnittes des Kegels und der Kugel. 

Die auf dem Kreiſe g. fm gelegenen Punkte der Krummen n i * V ergeben ſich 
ſehr einfach, denn fie find die Durchſchnitte des Meridians (F A,n’ fg’ m) der Kugel 
mit den in derſelben Ebene enthaltenen Kanten der Kegelflaͤche. Konſtruirt man eine 
dieſer Kanten wie (A X, a x), fo ergiebt ſich der Punkt (R, 7), als derjenige, in 
welchem fie die Kugelflaͤche durchſchneidet, und „ ift folglich der Berührungspunkt des 
Kreiſes mit der Krummen n 1 A Ah. Auf dieſelbe Weiſe beſtimme man den aͤhnlichen 
Punkt . Die Kurve n h * hat einen doppelten Punkt », welcher auf einer Geraden 
a e liegt, die durch den Punkt a’, der Vertikalprojektion des Mittelpunkts der Kegelflaͤ— 
che, und durch den Punkt e“, der Vertikalprojektion des Punkts e, geführt iſt. Dieſer 
letzte Punkte iſt der Durchſchnitt der zu L M parallelen Geraden F A D' und des 
Durchmeſſers BD. Denn dieſer Durchmeſſer (Art. 87) ſchneidet die Sehne ze der 
Ellipſe in zwey gleiche Theile, und da die Mitte e auf der Geraden F A G liegt, fo 
folgt daraus, daß die Geraden Aw , A & gleich find, Betrachtet man dieſe Ge— 
raden als die Projektionen zweyer Vertikalebenen, die dem Syſtem der die zwey Flaͤchen 
ſchneidenden Ebenen angehören, fo projektiren die in dieſen Ebenen enthaltenen Kanten 
ſich auf die Vertikalebene, nach der einzigen Geraden 41, und fie werden von der 
Kugel in zwey Punkten geſchnitten, die auf der Horizontalen ( , o) liegen. Der Durch—⸗ 
ſchnitt der zwey bekannten Geraden c , a beſtimmt den doppelten Punkt „ der 
Krummen niokı, 


7 
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Man ſoll die Aufwicklung einer Begelflaͤche von beliebiger Grundlinie kon— 
ſtruiren, und auf der aufgewickelten Flaͤche einen Schnitt derſelben uͤbertragen, 
deſſen zwey Projektionen bekannt ſind? 


312. Aufloͤſung. Man denke ſich eine Kugel von beliebig genommenem Halb— 
meſſer, welche konzentriſch mit der Kegelfläche iſt, und man konſtruire, wie wir es in 
der vorſtehenden Aufgabe gethan haben, die Projektionen des Durchſchnittes dieſer zwey 
Flaͤchen. Nachdem dieſes geſchehen, ſieht man leicht ein, daß alle Punkte des ſphaͤriſchen 
Durchſchnittes auch in gleicher Entfernung von dem Mittelpunkte des Kegels ſeyen, und 
daß ſie ſich daher auch auf der aufgewickelten Flaͤche in gleicher Entfernung vom Mit— 
telpunkt befinden muͤſſen, und folglich auf einem Kreisbogen, welcher aus dieſem Mit— 
telpunkt, und mit einem Halbmeſſer gleich jenem der Kugel beſchrieben iſt. Wenn man 
daher einen Punkt K (Fig. 3 Taf. XXIX.) als den Mittelpunkt der aufgewickelten Ke— 
gelflaͤche annimmt, und aus demſelben mit einem Halbmeſſer gleich a’ m (Fig. 1.) einen 
unbeſtimmten Kreisbogen S T U befchreibt, ſo werden ſich auf dieſen Bogen alle Punkte 
des ſphaͤriſchen Schnittes auflegen, fo daß die Theile dieſes Bogens wechſelsweiſe gleich 
find den entſprechenden Theilen des ſphaͤriſchen Schnittes. Es. handelt ſich nun, nad); 
dem man auf dieſem Durchſchnitt einen beliebigen Punkt als Urſprung genommen, zum 
Beyſpiel den Punkt (R) (Fig. 1.) und einen Punkt 8 (F ig. 3.) als feinen corre⸗ 
ſpondirenden auf der aufgewickelten Fläche, die verſchiedenen Boͤgen des ſphaͤriſchen Durch— 
ſchnittes aufzuwickeln, und dieſelben nacheinander auf den Kreisbogen S J U von 8 nach 
den Punkten T. . . . 2c. zu tragen. Zu dieſem Ende muß man der ſphaͤriſchen Linie, da 
fie von doppelter Krümmung iſt, nach und nach ihre zwey Kruͤmmungen entziehen, ohne 
ihre Groͤße zu alteriren, was auf folgende Weiſe geſchieht. 

Die ſphaͤriſche Durchſchnittslinie iſt auf der Horizontalebene in R“ KH (Fig. .) 
projeftirt, und man kann ſie betrachten, als auf einer vertikalen Cylinderflaͤche verzeichnet, 
deren Baſis KR J K H wäre. Man kann daher dieſe Flache aufwickeln, wie wir es 
(Taf. XX. Fig 2.) gezeigt haben, und auf dieſe aufgewickelte Cylinderflaͤche den ſphaͤri— 
ſchen Durchſchnitt übertragen, indem man den Bogen RJ (Taf. XXIX. Fig. 1.) nach 
R“ I (Fig 2.) aufwickelt, und alsdann die Vertikale (J, 1 7) (kig 1.) ſenk⸗ 
recht auf R“ R“ (Fig. 2.) von J nach J“ traͤgt. Die Krumme R“ ]“ H'“ R“, welche 
durch alle, auf dieſe Art beſtimmten Punkte J“. . geht, iſt die ſphaͤriſche Durchſchnittslinie, 
ihrer horizontalen Kruͤmmung benommen, unbeſchadet ihrer Laͤnge. Man erhaͤlt die Tan— 
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gente am Punt J“ dieſer Krummen, wenn man JP (Fig. 1.) nimmt, dieſelbe auf der 
R“ R“ (Fig. 2.) von J nach P’ trägt, und die Gerade J“ P' zieht. 

Iſt dieſes geſchehen, fo wickle man die Krumme R“ J“ H“ R“ (Fig. 2.) auf, 
um fie wieder nach dem Kreisbogen ST U (Fig. 3.) zu biegen: zum Beyſpiel, man 
trage den Bogen R” )“ von 8 nach J, ſo iſt J auf der aufgewickelten Flaͤche der Punkt, 
wohin ſich der Punkt (J, 1), (Fig. 1.) des ſphaͤriſchen Schnittes auflegt. Wenn man 
daher die Gerade KR J zieht, ſo hat man auf der Aufwicklung der Fläche die Stellung 
der Erzeugungslinie (A C, a c); (Fig. 1.): wenn endlich auf dieſer Erzeugungslinie 
ein Punkt laͤge, den man auf die Aufwicklung uͤbertragen ſollte, wie der Punkt (C, c), 
ſo braucht man nur die Entfernung (Fig. 1) dieſes Punkts vom Mittelpunkt der Ke— 
gelflaͤche zu nehmen, und fie (Fig. 3) auf der RT von R nach V zu tragen, fo iſt 
der Punkt V auf der aufgewickelten Flaͤche derjenige, den man betrachtet hat, und die 
Linie VV WX der er angehört, iſt die, auf dieſelbe Aufwicklung uͤbergetragene ellipti— 
ſche Grundlinie B C D E der Kegelflaͤche. 

Die Tangente C P (Fig. 1) der Ellipſe und die Tangente zu dem ſphäriſchen 
Durchſchnitt am Punkt (J, ) ſchließen mit dem Stuͤcke (C J, 1) der Erzeugungs— 
linie des Kegels ein in (J, 7) rechtwinkliches Dreyeck ein, welches, da daſſelbe in einer 
tangirenden Ebene zu der Kegelflaͤche enthalten iſt, in der Aufwicklung ſich nicht veraͤn— 
dert; wenn man daher durch den Punkt T (Fig. 3) die Senkrechte T P“ auf die Ge: 
rade R T errichtet, auf dieſer Senkrechten ſodann die Länge (JP, 1 ) von T nach P“ 
trägt, und das rechtwinklige Dreyeck P“ T V vollendet, fo iſt die Seite P“ V Tangente 
zu der Krummen Y VW X, der Aufdwicklung der elliptiſchen Baſis B C D E der ge 
gebenen Kegelflaͤche. 


Fünfte Aufgabe. 


Es ſind zwey beliebige Regelflächen gegeben; man ſoll ihren wechſelſeitigen 
Durchſchnitt konſtruiren? 


313. Aufloͤſung. Wir waͤhlen als Beyſpiel zwey ſchiefe Kegel, einen von 
kreisfoͤrmiger, und einen von elliptiſcher Baſis, deren Axen in einer Ebene liegen, und 
wir nehmen die vertikale Projektionsebene parallel mit dieſer Ebene an. 

Es ſey demnach (B, 5) Taf XXX der Mittelpunkt der erſten Flaͤche und der 
Kreis YD G ihre auf der Horizontalebene gegebene Grundlinie; (A, a) ſey der 
Mittelpunkt der zweyten Flaͤche und die Ellipſe VM X I ihre Grundlinie Man fuͤhre 
durch die beyden Mittelpunkte eine Gerade (A B, a b) und koͤnſtruire ihren Durch— 

23 * 
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ſchnittspunkt CT, 7) mit der Horizontalebene. Durch dieſe Gerade (A B, a 5) nehme 
man eine Reihe von Ebenen an, von welchen jegliche die beyden Kegelflaͤchen nach zwey 
geraden Linien ſchneidet; ſo werden die geraden Schnitte der einen Flaͤche durch ihr Zur 
fammentreffen mit den, in einerley Ebenen enthaltenen Schnitten der zweyten Flaͤche, 
die Punkte ihres wechſelſeitigen Durchſchnittes beſtimmen. 

Die Horizontalriſſe aller dieſer Ebenen gehen nothwendig durch den Punkt I; man 
ziehe daher durch dieſen Punkt die Tangenten zu einer von den Grundlinien der beyden 
Kegel, welche zu der andern Grundlinie entweder ebenfalls Tangenten ſind oder Sekan— 
ten, wie in LE, I F in unſerer Figur. Dieſe Tangenten find die Horizontalriſſe der 
aͤußerſten ſchneidenden Ebenen; diejenige ſchneidende Ebene, deren Riß außerhalb des 
Winkels U 1 F fiele, koͤnnte nicht beyden Flaͤchen zugleich begegnen, und folglich keine 
Punkte des zu ſuchenden Durchſchnittes enthalten. Der eine begraͤnzende Riß I F ſchnei⸗ 
det die Grundlinie des einen Kegels in den Punkten D, D', zieht man die Kanten 
(B D, 5 d), (B D., 5 d’) dieſes Kegels und die Kante (A F, af) des Zweyten, welche 
Letztere die beyden Erſten in den Punkten (o, .), (Y, )) des Durchſchnittes trifft, 
ſo hat man in (B D, 5 ), (B D', „ d“) zugleich auch die Tangenten zu der Durch—⸗ 
ſchnittslinie an denſelben Punkten; denn die genannten Kanten koͤnnen als die Durch⸗ 
ſchnitte der, durch die Punkte (, ), (% Y) zu beyden Kegeln geführten tangirenden 
Ebenen betrachtet werden. Dieſelbe Bemerkung gilt fuͤr die Punkte des Durchſchnittes, 
welche man mittelſt des Riſſes J E erhält, 

Eine ſchneidende Ebene, deren Riß I G H in dem Winkel E 1 F liegt, trifft die 
Baſis des erſten Kegels in den Punkten G, 6“, und die des zweyten in den Punkten 
II, H'; wenn man durch dieſe Punkte die entſprechenden Kanten (B G, 5 g), (B G, 
„g) und (A H, 4 ½), (A H, a 4) der zweg Kegel zieht, fo gehören die wechſelſeitigen 
Begegnungspunkte (P, 5), CQ, 9), (R, 7), CS, s) dieſer in einer nemlichen Ebene 
enthaltenen Kanten, dem Durchſchnitte der zwey Flaͤchen an. Bey einer jeden andern 
angenommenen Ebene, wiederhole man dieſe Operation und man erhaͤlt jedesmal einen 
entſprechenden Punkt mit (P, 5), einen entſprechenden Punkt mit (Q, g), mit (R, 7) 
und mit (5, s); alle auf dieſe Art analogen Punkte bemerke man mit dem gleichen 
Zeichen, weil ſie offenbar einem nemlichen Zweige angehoͤren. Wenn die zu konſtruirende 
Durchſchnittslinie geſchloſſene Zweige hat, fo werden ſich dieſe Zweige an den Punkten, 
welche durch die begraͤnzenden Ebenen erhalten wurden, in einen Einzigen vereinen, wie 
bey (/ ). Es iſt daher rathſam, die Konſtruktion von einer ſolchen Ebene ausge 
hend zu beginnen. 

314. Wir haben bey dem Durchſchnitte zweyer Cylinder (Art. 203) geſehen, 
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daß die Projektion dieſes Durchſchnittes auf der Ebene der beyden Grundlinien, unab— 
haͤngig von der zweyten Projektionsebene konſtruirt werde, ſobald die zu den Erzeu— 
gungslinien der beyden Cylinder parallele Ebene bekannt iſt. Derſelbe Fall findet bey 
der vorliegen Aufgabe ſtatt, ſobald die Gerade (A B, a 5), welche die Mittelpunkte 
beyder Flächen verbindet, beſtimmt iſt. Es folgt hieraus, daß in allen zwey Fällen die 
Horizontalprojektionen des Durchſchnittes die gleichen bleiben, waͤhrend die Neigungen 
der Erzeugungslinien bey den Colindern, oder die Hoͤhen der Mittelpunkte bey den Ke— 
geln, verſchiedene Stellungen annehmen koͤnnen. 


Wenn man jedoch die Punkte der Horizontalprojektion des Durchſchnittes der 
zwey Kegelflaͤchen verlangt, die auf der Geraden A B liegen, indem man dieſe Gerade 
als den Riß einer Ebene der angenommenen Reihe betrachtet, fo laſſen ſich dieſe Punkte 
nur aus der Vertikalprojektion herleiten, indem man die Vertikalprojektonen a », 4, by, b z 
der Kanten beſtimmt, nach denen die Ebene A B die beyden Kegel ſchneidet, und die 
Begegnungspunkte 4% 8E, dieſer Geraden auf die Gerade A B nach 9 e, B, S pro— 
jektirt. 


— 


315. Diejenigen Ebenen der angenommenen. Reihe, welche durch die Punkte X, Z, 
V,Y geführt find, durch welche diejenigen Kanten beyder Flächen gehen, deren Vertikal— 
projektion die Graͤnze der Projektion der Flaͤche bilden, geben im Allgemeinen Punkte 
der Durchſchnittslinie und zugleich die Vertikalprojektionen der Tangenten an denſelben 
Punkten. Aber in unſerm angenommenen Beyſpiele, fallen alle dieſe Huͤlfsebenen mit 
der einzigen Vertikalebene vA BZ zuſammen, und die Tangente an irgend einem der 
genannten Punkte, Cd, I) zum Behſpiel, iſt in den zwey, auf die vertikale Projektions— 
ebene ſenkrechten Ebenen a v, by enthalten; fie iſt folglich ebenfalls ſenkrecht auf die Ver; 
tifalebene und ihre Vertikalprojektion faͤllt mit dem Punkt , zuſammen. Derſelbe Fall 
iſt bey den Punkten (e, „), (, 8“), (& (); die Tangenten an dieſen Punkten find 
ſenkrecht auf die Ebene Y ABZ. Es ergiebt ſich hieraus, daß die Begraͤnzungslinien 
va, & a, y b, zb der Vertikalprojektion beyder Kegel dieſelbe Projektion ihrer Durch— 
ſchnittslinie nicht berühren, ſondern daß dieſe Projektionen an jenen Begraͤnzungslinien 
ſcharf aufhoͤren. 

Dieſes mit unſerm in Art. 128. allgemein aufgeſtellten Satze im Widerſpruch zu 
ſtehen ſcheinende Reſultat folgt allein daraus, daß wir die beyden ſich durchſchneidenden 
Kegelflaͤchen ſymetriſch auf eine Ebene angenemmen haben, die zu einer Projektionsebene 
parallel iſt. Die Durchſchnittslinien der beyden Flaͤchen muß deßhalb ebenfalls ſymetriſch 
ſeyn, in Bezug auf die Symetrieebene der Flaͤchen, und die auf beyden Seiten dieſer 
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Ebene gelegenen Theile der Durchſchnittslinie, muͤſſen ſich auf die Ebene der En 
nach einer und derſelben Linie erejeliien: 

Die Vertikalprojektionen ra, d , Cs der verſchiedenen Zweige, ſind daher 
an den Punkten 85, , € € kurz abgeſchnitten, und fie entſprechen als Projektionen nur 
in dieſer Ausdehnung der wirklichen Durchſchnittslinie. Betrachtet man aber die genann— 
ten Linien G“ r , , L als für ſich beſtehende Zweige einer geometriſchen Linie, 
ſo koͤnnen ſie, zufolge des Geſetzes der Stetigkeit, dem alle geometriſchen Kurven unterlie— 
gen, in 8“, 0, K nicht ſcharf abgebrochen ſeyn; fie muͤſſen in ſich ſelbſt zuruͤcklaufen, 
oder ſich ins Unendliche ausdehnen. Obſchon man daher durch die Konſtruktionen, wel— 
che die gezeichneten Stuͤcke der genannten Linie gaben, keine weiteren Punkte derſelben 
mehr erhalten kann, ſo darf man daraus keine weitere Folgerung ziehen, als die, daß 
das Geſetz jener Konftruftionen nicht der ganzen Kurve, ſondern blos einem gewiſſen 
Theile derſelben entſpreche, und ſo muß allein der Umſtand erklaͤrt werden, daß wenn 
man die Tangente an den Punkten 9, € der Kurve 9“ p g € verlangt, man durch die 
gewoͤhnlichen Konſtruktionen zu keinem Reſultate komme, nicht aber als ob die Kurve 
an jenen Punkte keine Tangenten habe. Wir werden weiter unten bey einem aͤhnlichen 
Falle (Art. 3 26.) die Konſtruktion derartiger Tangenten zeigen. 

Wenn die Ebenen I X, I Z, I V, I Y von einander verſchieden wären, fo 
erhielte man mittelſt dieſer Ebenen Punkte der Durchſchnittslinie, deren Vertikalprojektio— 
nen auf den Geraden vav,zax,yby,zbz lägen, und welche zugleich die Beruͤh— 
rungspunkte dieſer Geraden mit der Vertikalprojektion der Durchſchnittslinie wären. Auf 
gleiche Weiſe würden, wenn die Projektionen A, B der Mittelpunkt beyder Flaͤchen nicht 
innerhalb ihrer reſpektiven Grundlinien fielen, die Horizontalprojektionen beyder Kegel 
durch gerade Linien begraͤnzt werden, und die Huͤlfsebenen, welche durch die Beruͤhrungs— 
punkte dieſer begraͤnzenden Geraden mit den zugehoͤrigen Grundlinien gefuͤhrt waͤren, gaͤ— 
ben Punkte des Durchſchnittes, denen Tangenten entſpraͤchen, welche als Horizontalpro— 
jeftionen eben jene begraͤnzenden Geraden hätten. Dieſe beyden Reſultate find ganz ana— 
log mit den im Art. 305. angeführten, 

316. Zwey Cylinder, deren Baſen geſchloſſene Kurven ſind, koͤnnen ſich nur nach 
einer geſchloſſenen Kurve von einem einzigen, oder von zwey abgeſonderten Zweigen durch— 
ſchneiden. Ihre Durchſchnittslinie erſtreckt ſich nur alsdann ins Unendliche, wenn die 
Baſis eines Cylinders, oder auch die von beyden, Kurven von unendlichen Zweigen find, 
zum Beyſpiel Parabeln oder Hyperbeln. Die Durchſchnittslinie zweher Kegelflaͤchen von 
geſchloſſenen Baſen, koͤnnen aber aus geſchloſſenen und unendlichen Zweigen zuſammenge— 
ſetzt ſeyn, und die noͤthige Bedingung, daß das Letztere ſtatt finde, iſt, daß beyde Kegel 
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einige paralle Kanten haben; denn da jeder Punkt der Durchſchnittslinie zweyer Kegel— 
flaͤchen durch die Begegnung zweyer von ihren Karten beſtimmt iſt, ſo kann offenbar ein 
ſolcher Punkt nicht im Unendlichen gelegen ſeyn, außer wenn die beyden Kanten parallel 
unter ſich waͤren. 


Um die parallelen Kanten zweyer ſich durchſchneidenden Kegelflaͤchen aufzufinden, 
denke man ſich, daß waͤhrend der eine Kegel in unveraͤnderlicher Stellung bleibt, der 
Andere dergeſtalt verſetzt werde, daß ſein Mittelpunkt mit jenen des erſten zuſammenfalle, 
wobey jedoch alle ſeine Kanten parallel zu ihrer anfaͤnglichen Stellung geblieben ſeyen. 
In dieſer Lage ſchneide man beyde Kegel durch eine nemliche Ebene, ſo wird man als 
Schnitte zwey Kurven erhalten, die ſich entweder ſelbſt ſchneiden, oder beruͤhren, oder gar 
keinen Punkt miteinander gemein haben. Wenn die Kurven ſich ſchneiden oder beruͤh— 
ren, und man denkt ſich die, durch die Begegnungs- oder Beruͤhrungspunkte gehenden 
Kanten des erſten Kegels, ſo gehoͤren dieſe zugleich auch dem verſetzten Kegel an, und 
auf ſeiner urſpruͤnglichen Stellung muͤſſen dieſen ſo gefundenen Kanten nothwendig eben 
fo viele Parallelen entſprechen. Die Durchſchnittslinie der zwey vorgelegten Kegelflaͤchen 
muß daher in dieſem Falle einen, oder ettliche ſich ins Unendliche erſtreckende Zweige 
haben. 


Wenn die beyden oben genannten Kurven ſich weder ſchneiden noch berühren würs 
den, ſo waͤre dies ein Beweis, daß die beyden Kegel keine parallelen Kanten haͤtten, 
und daß die Linie ihres wechſelſeitigen Durchſchnittes nur aus geſchloſſenen Zweigen be— 
ſtehen koͤnnte. | 

317. In der Zeichnung der Tafel XXX. find die gegebenen Kegelflaͤchen von kreisfoͤr— 
miger und elliptiſcher Grundlinie. Der elliptiſche Kegel, deſſen Mittelpunkt in (A, 4) iſt, 
wird durch die horizontale Ebene Yun wiederum nach einer Ellipſe (F. V K, v) ge 
ſchnitten, die man nicht noͤthig hat punktweiſe zu konſtruiren, weil ſie der Baſis V E H F 
ahnlich, und ihre Axen ſich folglich zu denen der Baſis verhalten, wie die Entfernungen 
der Mittelpunkte beyder Ellipſen zu dem Mittelpunkte der Flaͤche. Nimmt man den 
zweyten Kegel parallel zu ſeiner Urſtellung ſo verſetzt an, daß fein Mittelpunkt (B, 5) 
nach (A, 4) zu liegen komme, ſo wird er durch dieſelbe Horizontalebene Ven nach dem 
Kreiſe (M' K, 7) geſchnitten werden. 

Zur Beſtimmung der Horizontalprojektion M' , K dieſes Kreiſes ziehe man durch 
(A, a) eine Parallele (A O, 4 O.) zu der Geraden (B X, dx), der Axe des zwey— 
ten Kegels. Der Durchſchnittspunkt (O, 9) dieſer Parallelen mit der Ebene f n 
beftimmt den Mittelpunkt O jenes geſuchten Kreiſes, und der Durchſchnitt (, ) 
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derſelben Ebene mit einer durch (A, a) gezogenen Parallelen zu einer Kante (B X, 
yby) giebt einen Punkt J ſeines Umfanges. 

Der Kreis M' J K und die Ellipſe F V“ K ſchneiden ſich nun in zwey Punkten 
K und M'; zieht man durch dieſe Punkte, und durch A, die Geraden K A K, M AM, 
ſodann durch B zu dieſen Geraden die Parallelen „ B x, A B V, fo hat man offenbar 
die Horizontalprojektionen von vier, wechſelsweiſe zu zwey und zwey parallelen Kanten 
beyder gegebenen Kegelflaͤchen. Die Durchſchnittslinie dieſer Flaͤchen muß daher nothr 
wendig Punkte im Unendlichen haben. | 

Betrachtet man aufmerkſam die Stellung der beyden Flächen, ſo wird man einſe— 
hen, daß die Kanten des elliptiſchen Kegels, welche dem Bogen K X M feiner Grund— 
linie angehoͤren, den kreisfoͤrmigen Kegel in den Punkten des unendlichen Zweiges 
(e S R, Gg. 7c.) treffen, die Kanten jenes erſten Kegels hingegen, die dem elliptiſchen 
Bogen MV K angehören, treffen das obere Netz des kreisfoͤrmigen Kegels, und zwar 
in den Punkten, des gleichfalls ins Unendliche ſich ausdehnenden Zweiges (8 8“, Ks). 

Im Vorbeygehen wollen wir hier noch anführen, daß man mittelft der Huͤlfsebenen, 
deren Riſſe zwiſchen M a I und FI fallen, Punkte des unteren unendlichen Zweiges 
findet, die auf dem Bogen & „ zwiſchen dem Punkt & und dem Unendlichen gelegen 
ſind. Dieſe Punkte haben keine analogen auf den uͤbrigen Zweigen des Durchſchnittes. 

318. Die Tangente an einem Punkte des Durchſchnittes zweyer Kegelflaͤchen entſteht 
aus dem Durchſchnitte der Ebenen, welche durch denſelben Punkt tangirend zu den bey— 
den Flaͤchen gefuͤhrt ſind. Hat die Durchſchnittslinie der zwey Kegel unendliche Zweige, 
ſo koͤnnen dieſe auch Tangenten an den im Unendlichen gelegenen Punkten haben. Dieſe 
Tangenten, welche, wie ſchon bemerkt, Aſymptoten heißen, werden, wie die gewöhnlichen 
Tangenten gebildet, nemlich aus dem Durchſchnitte der, durch die Punkte im Unendli— 
chen zu beyden Flächen geführten tangirenden Ebenen. Nun kann man nach dem im 
vorigen Artikel vorgetragenen Verfahren, die unter ſich parallelen Kanten zweyer Kegel— 
flaͤchen finden, auf welchen Kanten, die im Unendlichen liegenden Punkte des Durch— 
ſchnittes dieſer Kegel ſich befinden. Konſtruirt man daher die Ebenen, welche die beyden 
Kegel nach ihren parallelen Kanten beruͤhren, ſo werden dieſe tangirenden Ebenen, wenn 
fie anders nicht parallel find, fi durchſchneiden, und dieſe geraden Durchſchnitte find die 
Aſymptoten zu der Durchſchnittslinie der beyden Kegelflaͤchen. 

In unſerer Figur (Taf. XXX.) kennen wir bereits die Horizontalprojektionen 
K A K, M' A M, B A, A B V aller unter ſich parallelen Kanten beyder gegebenen 
Kegel; zieht man daher durch die Punkte K, x, wo zwey ſolcher parallelen Kanten auf 
die Horizontalebene treffen, zu den beyderſeitigen Grundlinien der Kegel die Tangenten 
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K L, 4 L, fo hat man die Horizontalriſſe der Ebenen, welche die Kegel nach denſelben 
Kanten beruͤhren. 

Der Begegnungspunkt L dieſer Riſſe iſt ein Punkt der einen Aſymptote des Durch— 
ſchnittes der beyden Kegel. Dieſe Aſymptote muß uͤberdies parallel zu den in K A K 
oder „ B x projektirten Geraden ſeyn, weil jede der zwey Ebenen, deren Durchfchnitt 
fie iſt, durch eine dieſer Geraden geht; daher iſt die durch L gezogene Parallele L L 
zu „ B die Horizontalprojektion der geſuchten Aſymptote; dieſe Projektion iſt einer— 
ſeits Aſymptote zu dem Zweige 8 R und anderer Seits Aſymptote zu dem Zweige 
ES. Die Horizontalprojektion der Zweyten Aſymptote, welche ſymetriſch mit der Erften 
it, in Bezug auf die Ebene A B! beſtimmt ſich auf die ganz gleiche Weiſe. Die beyden 
Aſymptoten haben als gemeinſame Vertikalprojektion eine Parallele zu der Geraden ma m’, 
der Vertikalprojektion von K A K und M' A M, und welche nur um die Tafel nicht 
zu uͤberfuͤllen weggelaſſen ſind. Dieſe Projektion waͤre Aſymptote zu den zwey Kurven 
4 8, 5 L. 

319. Wenn die beyden Kurven FV K und K. M' ſtatt ſich zu ſchneiden, fi in 
einem oder in zwey Punkten beruͤhrten, ſo haͤtte jede Kegelflaͤche eine oder zwey Kanten, 
deren jeder eine Parallele auf der Andern entſpraͤche; aber es iſt leicht einzuſehen, daß die 
Ebenen, welche die beyden Kegel nach dieſen Kanten beruͤhrten, zu zwey und zwey parallel 
unter ſich ſeyn muͤßten, weil ſie wechſelſeitig durch zwey parallele Kanten und zwey pa— 
rallele Tangenten giengen, und daß die Durchſchnittslinie der Kegel, obgleich ſie ſich 
ins Unendliche erſtreckte, dennoch keine Aſymptoten haͤtte, oder vielmehr daß ihre Aſymp— 
toten ganz im Unendlichen laͤgen. 

Wir bemerken noch, daß wir auf der Tafel XXX. die beyden Kegelflaͤchen an 
den Horizontalebenen L M, f’ n beendigt angenommen haben, weil ihre Horizontal: 
projektionen, zufolge der angenommenen Stellung der Mittelpunkte, außerdem durchaus 
unbegraͤnzt und die Zeichn ung deßhalb zu undeutlich geworden waͤre. 

320. Bey zwey Kegeln vom zwegten Grad, wie in unſerm angenommenen Bey— 
ſpiele, beſteht die Linie ihres gemeinſchaftlichen Durchſchnittes außer den geſchloſſenen 
Zweigen, entweder noch aus paraboliſchen Zweigen ohne Aſymptoten, oder aus hyper— 
boliſchen Zweigen mit zwey oder vier Aſymptoten. 

Die Anzahl dieſer Zweige haͤngt von den reſpektiven Stellungen der beyden Kegel 
ab. Auf welche Art übrigens die verſchiedenen Zweige zuſammengeſetzt ſeyn moͤgen, ſo 
koͤnnen ihre Projektionen von einer Geraden in nicht mehr als in vier Punkten geſchnit— 
ten werden. Befaͤnde ſich der Mittelpunkt des einen Kegels auf der Flaͤche des Andern, 


ſo waͤre dieſer Mittelpunkt zugleich ein Punkt der Durchſchnittslinie, und die Projektion 
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dieſes Punkts auf einer Ebene wuͤrde die Stelle eines Zweiges vertreten. Dieſes Bey— 
ſpiel zeigt in der Geometrie, was man in der Theorie der krummen Linien unter z u⸗ 
ſammengehoͤrigem Punkte (punctum conjugatum, point isolé) verſtehe. 

Iſt der Scheitel des einen Kegels auf der Flaͤche des Andern und dieſe Kegel ha— 
ben noch eine Kante gemein, ſo iſt dieſe Kante ein Zweig des Durchſchnittes und die 
Zweige, welche dieſe Kurve vervollſtaͤndigen koͤnnen durch die gerade Linie nur in drey 
Punkten geſchnitten werden. 8 


Sechste Aufgabe. 
Man ſoll den Durchſchnitt eines Cylinders und eines Kegels konſtruiren? 


321. Aufloͤſung. Sind die Grundlinien des Kegels und des Cylinders auf 
einer Projektionsebene beſtimmt, fo waͤhle man als Syſtem durchſchneidender Huͤlfsebe⸗ 
nen, eine Reihe von Ebenen, welche durch den Mittelpunkt des Kegels, parallel zu den 
geraden Erzeugungslinien des Cylinders geführt find, Dieſe Ebenen werden beyde Flaͤ— 
chen nach geraden Linien ſchneiden, welche ſich in Punkten des zu konſtruirenden Durch— 
ſchnittes begegnen. 

Man ziehe daher durch den Mittelpunkt des Kegels eine Parallele zu einer Kante 
des Cylinders, und konſtruire den Begegnungspunkt dieſer Parallelen mit der Ebene der 
Grundlinien beyder Flaͤchen. Durch dieſen Punkt muͤſſen die Riſſe aller durchſchneiden— 
den Huͤlfsebenen auf der Ebene der Grundlinien gehen. 

Die Beſtimmung der begraͤnzenden Ebenen der angenommenen Reihe, und die Kon— 
ſtruktion der merkwürdigen Punkte iſt ganz aͤhnlich mit der, welche wir bey der Kon— 
ſtruktion des Durchſchnittes zweyer Kegel und zweyer Cylinder angewendet haben. 

Sind die gegebenen Grundlinien des Kegels und des Cylinders geſchloſſene Linien, 
ſo kann ihre Durchſchnittslinie aus geſchloſſenen oder unendlichen Zweigen beſtehen. Um 
dieſes im Voraus zu erkennen, bemerke man nur, ob die durch den Mittelpunkt des 
Kegels geführte Parallele zu den Kanten des Cylinders, die Ebene der Grundlinie des 
Kegels in einem Punkte des Umfanges dieſer Grundlinie trifft, oder nicht. Findet das 
Letztere ſtatt, ſo haben die beyden Flaͤchen offenbar keine parallelen Kanten, und die aus 
ihrem Durchſchnitte entſtehende Linie hat blos geſchloſſene Zweige. Trifft aber die Pa— 
rallele auf einen Punkt des Umfanges der Baſis des Kegels, ſo ſind alle Kanten des 
Cylinders parallel zu einer Kante des Kegels, und die tangirende Ebene zu dem Kegel 
an dieſer Kante iſt eine aſymptotiſche Ebene der Durchſchnittslinie des Kegels und 
des Cylinders. Wir überlaſſen dem Leſer die Ausführung dieſer Konſtruktionen. 
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Es ſind zwey Umdrehungsflaͤchen gegeben, deren Axen ſich in einem Punkte 
begegnen man ſoll die Durchſchnittslinie dieſer Flaͤchen konſtruiren? 


322. Wir waͤhlen als Beyſpiel der zwey Umdrehungsflaͤchen ein Hyperboloid und 
und ein Paraboloid, und um die einfachſten Konſtruktionen zu erhalten, wählen wir 
die Projektionsebenen dergeſtalt, daß die Horizontalebene, zum Beyſpiel, ſenkrecht auf 
eine der beyden Axen ſey, und die Vertikalebene parallel zu beyden Axen. 

Bisher haben wir die Punkte des Durchſchnittes zweyer Flaͤchen beſtimmt, inde 
wir jeden dieſer Punkte, als den Begegnungspunkt zweyer Schnitte betrachteten, die in 
beyden Flaͤchen durch eine nemliche Ebene gemacht wurden; und wir haben bey jedem 
einzelnen Falle dasjenige Syſtem durchſchneidender Ebenen aufzufinden geſucht, welche die 
vorgelegten Flaͤchen nach den am leichteſten zu konſtruirenden Linien ſchnitten. Wie wir 
aber bereits (Art. 290.) bemerkt haben, fo kann manchmal das Syſtem von durchſchnei⸗ 
denden Ebenen mit Vortheil durch ein Syſtem durchſchneidender krummer Flaͤchen erſetzt 
werden. Dieſer Fall findet bey dem vorliegenden Beyſpiele ſtatt. 

Man betrachte den Begegnungspunkt der beyden gegebenen Axen als gemein ſamen 
Mittelpunkt einer Reihe von Kugeln, welche jede der beyden Umdrehungsflaͤchen, nach 
dem Umfange von Kreislinien ſchneiden, deren Mittelpunkt auf den entſprechenden Axen 
liegen, und deren Ebenen ſenkrecht auf dieſelben Axen ſind. Zwey Kreiſe, deren Ebenen 
gegen einander geneigt ſind, koͤnnen ſich nur auf der geraden Durchſchnittslinie ihrer 
Ebenen begegnen. Wenn dieſe Gerade einen der Kreiſe trifft, ſo gehoͤren die Begeg— 
nungspunkte der Durchſchnittslinie der beyden Flächen an, 

Es ſey demnach (A, a 4“) (Taf. XXXI.) die Axe des Hyperboloids und le, 
e me der Erzeugungsmeridian dieſer Flaͤche; (A B, a’ 5) ſey die geneigte Axe des Parabo— 
loids, fo daß (A, a’) der Begegnungspunkt der zwey Axen, und daß ihre Ebene AB 
parallel zu der vertikalen Projektionsebene iſt; fd iin ſey der Erzeugungsmeridian des 
Paraboloids. Eine Kugel, deren Mittelpunkt in (A, 4), und deren Halbmeſſer gleich 
a s iſt, wird von der Meridianebene A B nach einem größten Kreiſe 1 my geſchnit⸗ 
ten. Dieſe Kugel ſchneidet das Hyperboloid nach zwey horizontalen Kreiſen, welche als 
Durchmeſſer die Sehnen 1 m und % o haben; dieſelbe Kugel ſchneidet das Paraboloid 
nach zweg Kreiſen, deren Ebenen ſenkrecht auf (A B, a’ 5b) find, und deren eee 
gleich den Sehnen 19 und n p find, 

Die Ebenen der vier genannten Kreiſe, welche ſonach ſaͤmmtlich ſenkrecht auf die Ver⸗ 
tikalebene A B find, ſchneiden ſich daher nach vier horizontalen Geraden; und da die Kreife 
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auf einer nemlichen Kugel liegen, fo gehören ihre vertikal in r, u, z projektirten Durch— 
ſchnittspunkte dem zu beſtimmenden Durchſchnitte an. 


Um die Horizontalprojektion eines dieſer Punkte zu erhalten, zum Beyſpiel des in 
r projektirten, konſtruire man die Horizontalprojektion K R R des Kreiſes A ru, und 
ziehe durch r auf die Projektionsaxe die Senkrechte R, fo find die Punkte R, R wo 
diefe den Umkreis RK R' trifft, die geſuchten Horizontalprojektionen, ſo daß die zwey 
Punkte (R, 7), (R 7) zwey Punkte der verlangten Durchſchnittslinie find, 

Indem man den Halbmeſſer der durchſchneidenden Huͤlfskugeln verändert, findet 
man ſo viele andere Punkte dieſer Durchſchnittslinie als man verlangt. In unſerm Bey— 
ſpiele beſteht dieſelbe aus zwey geſchloſſenen Zweigen (K UT R V, ru»), (YZWZ, 
5 2 w). 

323. Bey den ſo eben angewendeten Konſtruktionen iſt zu bemerken, daß die 
Sehnen 1 m, i und ihre entſprechenden in den andern Kreiſen, ſich in Punkten wie 
x ſchneiden koͤnnen, welche Punkte, da fie nicht mehr innerhalb der Begraͤnzungslinien 
ele, e me, ,d h der Projektionen beyder Flächen fallen, offenbar als Projektionen keinen 
Punkten der Durchſchnittslinie mehr entſprechen koͤnnen. 


Es findet hier ganz der ähnliche Fall ſtatt, wie bey den Konſtruktionen Art. 315. 
Die Durchſchnittslinie der zwey gegebenen Umdrehungsflaͤchen iſt ſymetriſch, in Bezug 
auf die, den beyden Flaͤchen gemeinſame Meridianebene A B. Die Projektionen der zwey 
ſymetriſchen Theile dieſe Linie auf der Ebene der Symetrie, fallen deßhalb in eine einzige 
Linie zuſammen, welche Linie ſelbſt nur ein Stuͤck einer ſich ins Unendliche erſtreckenden 
Linie von zwey Zweigen iſt. Obgleich aber dieſelben Konſtruktionen, mittelſt welcher 
die Punkte dieſer Linie erhalten wurden, die als Projektionen den Punkten der Durch— 
ſchnittslinie entſprechen, auch noch angewendet werden koͤnnen, um weitere Punkte 
der Linie yz w,zr up zu finden, fo entſpricht doch das Geſetz dieſer Konſtruktionen 
nicht der Linie in ihrer ganzen Ausdehnung, ſondern nur einem gewiſſen Theile derſelben. 
Zu beyden Zweigen u, zw koͤnnen zum Beyſpiel keine größeren Kreiſe angewendet 
werden, als die von Durchmeſſer 4, 

Da dieſes Ergebniß durchaus unabhaͤngig von der Geſtalt der Erzeugungsmeridiane 
c oe, F g hit, fo folgt daraus, daß, von welcher beſondern Art auch zwey Umdre⸗ 
hungsflaͤchen ſeyn moͤgen, deren Axen ſich begegnen, die Projektion ihres gemeinſamen 
Durchſchnittes auf der Ebene der Axen keine vollendete Linie ſeyn koͤnne. Uebriges aber 
kann dieſe Projektion Theil einer Linie von geſchloſſenen Zweigen ſeyn, oder einer Linie 
von unendlichen Zweigen, wie in unſerm vorliegenden Falle. | a 
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324. Die Tangente an irgend einem Punkte (R, 7) des Durchſchnittes ergiebt 
ſich wie in den vorhergehenden Beyſpielen aus dem Durchſchnitte der tangirenden Ebe— 
nen, die durch jenen Punkt zu beyden Flächen geführt find. Wenn man daher die Riſſe 
dieſer Ebenen auf der Horizontalebene konſtruirt, und ihren Begegnungspunkt mit dem 
Punkte (R, 7) durch eine Gerade verbindet, ſo iſt dieſe Gerade die verlangte Tangente. 

Die tangirende Ebene zu dem Hyperboloid, deſſen Are vertikal iſt, konſtruirt ſich 
wie in Art. 89. angegeben worden. Der Parallelkreis, deſſen Ebene A o durch den Punkt 
(R, 7) geht, ſchneidet den Meridian ele, e me in einem Punkte &, durch welchen man die 
Tangente o zu dieſem Meridan zieht. Die Entfernung a des Punkts , wo jene 
Tangente die Projektionsaxe ſchneidet, von der Axe (A, a a’) trägt man von A aus 
auf der Geraden A R nach 8. Die Senkrechte Y auf AR iſt der Horizontalriß der 
tangirenden Ebene zu dem Hyperboloid am Punkte (R, 7). 

Suchen wir nun den Horizontalriß der tangirenden Ebene zu dem Paraboloid in 
(R, 7). Der Parallelkreis dieſer Fläche von dem Durchmeſſer u p, deſſen Ebene ſenk— 
recht auf die Axe (A B, a’ 5) iſt, ſchneidet den Meridian An fd in einem Punkte n; 
man ziehe durch u die Tangente n I zu dieſem Meridian. Es iſt klar, daß wenn man 
den Punkt konſtruirt, wo dieſe Tangente die Axe (A B, a’ 5) trifft, und dieſen Punkt 
mit (R, 7) durch die Gerade (RA, 7 A) verbindet, dieſe letztere Gerade, die Tangente 
zu dem Meridian des Paraboloids ſey, welcher durch den Punkt (R, 7) geht. 

Durch den Punkt n ziehe man die Senkrechte n * auf die Tangente n I; fo iſt 
der Punkt (e, «), in welchem dieſe Senkrechte die Axe (A B, ad) trifft, derjenige, 
nach welchem alle Normalen zu dem Paraboloid laͤngs den Punkten des Kreiſes n p 
zuſammenlaufen. (Art. 91.) 

Wenn man daher durch (e, “) und durch (R, 7) die Gerade ( R, e 7) zieht, 
ſo iſt dieſe die Normale zu dem Paraboloid ein Punkt (R, 7). Run aber geht die 
tangirende Ebene an demſelben Punkt dieſer Flaͤche durch die Tangente (R A, 7 A) 
und iſt ſenkrecht auf die Normale (e R, Er); wenn man daher den Punkt konſtruirt, 
wo die Gerade (R X, 1 &) die Horizontalebene trifft, und durch dieſen Punkt auf die 
R die Senkrechte » d errichtet, fo iſt dieſe Senkrechte der Horizontalriß der geſuch— 
ten tangirenden Ebene zu dem Paraboloid. Sind die Riſſe d 8 und d bekannt, fo 
konſtruire man die Projektion d’ ihres Begegnungspunktes d, und die Gerade ( R, dr), 
die durch dieſen letzten Punkt und durch (R, 7) geführt wurde, iſt die verlangte Tan: 
gente. 

325. Die Konſtruktion der Tangente mittelſt der Normalebene zu der Durchſchnittslinie 
haft in dem vorliegenden Falle ein weit einfacheres Verfahren zu. Denn wenn man durch 
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den Punkt (R, 7) zu begden Umdrehungsflaͤchen wechſelsweiſe die Normalen zieht und 
durch dieſe Normalen eine Ebene führt, fo ift; dieſe normal zu dem Durchſchnitte und 
die durch (R, 7) auf dieſe Ebene geführte Senkrechte offenbar die verlangte Tangente.) 

Die Normale (R A, 71 % zu dem Hoperboloid ſchneidet die Axe (A, à a’) in dem 
Punkte (A, „), welcher leicht zu beſtimmen iſt; die Normale (R e, 7) zu dem Pas 
raboloid trifft die Axe (A B, a’ b) in dem ſchon gefundenen Punkt Ce, s); woraus 
folgt, daß die, durch dieſe beyden Normalen gefuͤhrte Ebene, die Ebene der beyden Axen, 
welche zufolge der Annahme parallel mit der vertikalen Projektionsebene iſt, nach der 
Geraden / ſchneide. Die Senkrechte 1, welche durch r auf die € gefuͤhrt wurde, 
iſt daher die Vertikalprojektion der zu beſtimmenden Tangente. 

Die beyden Normalen (R A, 7 )) und (Re, 7e) treffen die Horizontalebene in 
den Punkten 7, ge; daher iſt die Gerade 7 e der Horizontalriß der Ebene der zwey 
Normalen, und die Senkrechte R auf dieſen Riß iſt die Horizontalprojektion der Tan⸗ 
gente am Punkt (R, 5). 

Alle fo eben gemachten Konſtruktionen, in Betreff der Tangente zu der Durch— 
ſchnittslinie zweyer Umdrehungsflaͤchen, deren Axen ſich begegnen, ſind auch 9 5 in dem 
Falle guͤltig, wenn die beyden Axen ſich nicht begegnen. 

326. Wenn man die Tangenten zu der Kurve r ru , y 2 „, an irgend einem 
ihrer aͤußerſten Punkte z, o, y, w finden wollte, welche analog mit den in Art. 315. un: 
terſuchten Punkten ſind, ſo wuͤrde man durch das gewoͤhnliche Verfahren zu keinem Re— 
ſultate kommen; man wuͤrde in der That finden, daß die Tangenten an den Punkten 
(T., 5), V, o), (Y, y), (W, «) ſenkrecht auf die Vertikalebene find, und daß Inte 
Vertikalprojektionen ſich auf die Punkte t, o, y, mw ſelbſt reduzirten. 

Durch das mit einigen Modifikationen angewendete Verfahren mittelſt der Nor— 
malebene, laſſen ſich jedoch dieſe Tangenten beſtimmen. In der That iſt die Tangente 
an irgend einem Punkt der Kurve zr z v, y 2 w durch die Bedingung beſtimmt, daß 
fie ſenkrecht auf die Gerade, wie € ) ſey, nach welcher die entſprechende Normalebene 
dieſes Punkts, die Ebene der beyden Axen ſchneidet. An den genannten Punkten z, v, sc. 
fallt aber die zugehörige Normalebene mit der Ebene der Axen zuſammen, und ihr 
Durchſchnitt ſcheint daher unbeftimmt zu ſeyn; bemerkt man jedoch, daß dieſe gerade 
Durchſchnittslinie, immer durch die beyden Punkte beſtimmt wird, in welchen die Nor— 
malen, wie „e, r , die beyderſeitigen Axen ſchneiden, fo wird man einſehen, daß die 


) Dieſes ſehr anwendungsreiche Verfahren iſt von J. Vinek angegeben. Co rrespondance sur 
Técole polytechnique, Tom, III. pag. 190. 
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Tangenten an den Punkten t, o, „, w der Kurve z u , y 2 % nach der Vorſchrift des 
Art. 325. zu finden ſeyen. Auf eben dieſe Weiſe würde man die Tangenten finden, wel⸗ 
che den in Art. 315, unterſuchten Punkten entſprechen. 


Von den Durchſchnitten der windiſchen Slächen, — Allgemeine Methode fuͤr 
die Beſtimmung der Tangenten zu den krummen Linien. 


327. Wenn zwey windiſche Flaͤchen ſich durchdringen, ſo iſt die einfachſte Art, 
ihre gemeinſchaftlichen Punkte zu beſtimmen, daß man die Flaͤchen durch Ebenen ſchnei— 
det, welche durch die geraden Erzeugungslinien der Einen von ihnen gefuͤhrt ſind. Da 
jedoch dieſe einzige Bedingung die Stellung der durchſchneidenden Ebenen nicht feſtſetzt, 
ſo kann man dieſelben uͤberdies noch ſenkrecht auf eine der Projektionsebenen annehmen, 
und man erhaͤlt dadurch die geſuchten Punkte durch die Begegnungen von Geraden mit 
ebenen Kurven. | 

Nach der (Art. 154.) vorgetragenen allgemeinen Konſtruktionsart der tangirenden 
Ebenen zu den windiſchen Flaͤchen, iſt es immer moͤglich an jedem beliebigen Punkte des 
Durchſchnittes zweyer windiſchen Flaͤchen die tangirenden Ebenen zu beyden Flaͤchen zu 
beſtümmen, und folglich die Tangente an demſelben Punkte der Durchſchnittslinie. 

328. Dieſe letzte Eigenſchaft der windiſchen Flaͤchen leitet unmittelbar zu einer 
allgemeinen Aufloͤſung des Problems der Tangenten. In der That, nehmen wir an, 
es ſey an irgend einem Punkte einer ebenen krummen Linie die Tangente zu beſtimmen; 
ſo kann man, welches auch der Umriß der Linie ſeyn mag, dieſelbe immer betrachten, 
als auf einer windiſchen Flaͤche gelegen, die als Leitlinien erſtlich die gegebene Krumme 
hat, und ſodann noch zwey auf willkuͤhrliche Art im Raume gelegene Gerade. Nach 
Art. 154. kann man aber die tangirende Ebene zu dieſer Flaͤche, an dem gegebenen 
Punkte konſtruiren; der Durchſchnitt dieſer tangirenden Ebene mit der Ebene der Linie 
iſt die verlangte Tangente. | 

Laͤge die gegebene Linie nicht, in einer Chene, fo kann ſie als der Durchſchnitt 
zweyer windiſchen Flaͤchen genommen werden, die eine gemeinſchaftliche Leitlinie haben, 
nemlich die gegebene Linie, und von denen jegliche als beſondere Leitlinien, zwey, will 
kuͤhrlich im Raume genommene Gerade hat. Kür jede dieſer zwey windiſchen Flaͤchen 
laͤßt ſich, wie ſchon bemerkt, an dem gegebenen Punkt die tangirende Ebene konſtruiren, 
der wechſelſeitige Durchſchnitt der beyden tangirenden Ebenen iſt die geſuchte Tangente 
zu der Linie von doppelter Krümmung, 5), 


*) Eine Anwendung dieſer Methode auf einer Ellipſe, von ihrem Erfinder Hachette, findet man 
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In der Ausübung laßt ſich dieſe Methode noch vereinfachen, wenn man bey jeder 
von den zwey windiſchen Flaͤchen der einen geraden Leitlinie eine leitende Ebene ſubſti— 
tuirt, wodurch die Flaͤchen ſich in zweg Konoide verwandeln, (Art. 105.) und überdies 
kann man ſowohl die geraden Leitlinien als die Ebenen des Parallelismus auf bequeme 


Art, in Bezug auf die Projektionsebenen geſtellt annehmen. 
5 © 


Der ü tt es Ka a ar 


Von der Wahl der Projektionsebenen. — Erklärung verſchiedener Projektions— 
methoden. | 


329. Durch die bisher abgehandelten Aufgaben über die Durchſchnitte der Flaͤ⸗ 
chen, haben wir hinlaͤngliche Gelegenheit gehabt, einſehen zu lernen, wie ſehr durch eine 
ſchickliche Wahl der Projektionsebenen, die bey jedem einzelnen Falle erfoderlichen Kon— 
ſtruktionen vereinfacht werden koͤnnen. Von den zwey, zur Beſtimmung der Durch— 
ſchnittslinie einer Fläche und einer Ebene erfoderlichen Projektionen reduzirt fi) Eine 
auf eine gerade Linie, wenn die Projektionsebene ſenkrecht auf die durchſchneidende Ebe— 
ne iſt. 5 

Bey dem Durchſchnitte einer Umdrehungsflaͤche und einer Ebene oder einer andern 
Fläche wählt man als Projektionsebene eine Ebene, welche ſenkrecht auf die Are der 
Umdrehungsflaͤche iſt; dadurch projektiren ſich alle Kreiſe der Flaͤche auf dieſelbe wie— 
derum als Kreiſe. Wenn zwey ſich durchſchneidende Flaͤchen eine gemeinſchaftliche Ebene 
der Symetrie haben, ſo vereinfacht man die Konſtruktionen ſehr, wenn man dieſe Ebene 
der Symetrie als eine der Projektionsebenen nimmt. Bey der Konſtruktion des Durch, 
ſchnittes zweyer Cylinder iſt es, wie wir Art. 290. bemerkt haben, vortheilhaft, dieſe 
Linie auf zwey Ebenen zu projektiren, wovon die eine parallel zu den Erzeugungslinien 
beyder Cylinder iſt, und die Andere, ſenkrecht auf eine von denſelben Erzeugungslinien. 


in deſſen zweytem Supplement zur Geometrie von Monge. F. II. Seite 4. und auf eine beliebi⸗ 
ge Kurve in Vallee's Geom, descr. Seite 267. Die ſehr komplicirten Konſtruktionen, wel⸗ 
che dieſe Auflöſung erfodert, machen dieſelbe übrigens für die Praxis nicht fo wichtig, als fie 
es für die ſpekulative Geometrie iſt, wodurch dieſelbe eine große bisher geweſene Lücke ausge» 
füllt. Ueber eine zweyte, auf ähnliche Betrachtungen gegründete Auflöfung des nemlichen 
Problems ſehe man den 9. 2, des Anhanges. 
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Die Fig. 1. Taf, XXXII. iſt nach dieſer Anordnung gezeichnet. Zwey gerade horizon— 
tale Cylinder durchſchneiden ſich im rechten Winkel, ihre Axen begegnen ſich, und die 
Projektion ihrer Durchſchnittslinie befteht in zwey Zweigen einer Hyperbel. 
5 Taf. XXXIL Fig. 1. 


330. Es fyen E G F, 16 K die horizontalen Axen zweyer ſich durchſchneiden— 
den geraden Cylinder; die Ebene dieſer Axen, welche wir als horizontale Projektionsebene 
annehmen, ſchneidet den Erſten der beyden Cylinder nach den Parallelen AB, CD, 
und den Zweyten nach den Parallelen A C, B D, welche mit den Erſten das recht: 
winklige Parallelogramm A B C D bilden. Die vertikale Projektionsebene L M ift 
ſenkrecht auf die Erzeugungslinie A C oder B D des kleineren Cylinders, und ſchneidet 
denſelben nach dem Kreiſe e fg, der Vertikalprojektion aller Linien dieſer Fläche, Eine 
andere Vertikalebene B D ſchneidet den groͤßeren Cylinder nach einem Kreiſe vom Durch— 
meſſer B D, welchen Kreis man auf die Vertikalebene L M verſetze, indem man aus 
dem Punkt H’ mit einem Halbmeſſer H’ / = D F den Kreis f n „ beſchreibt. Wir 
werden ſogleich den Grund dieſer Verſetzung zeigen. 

Eine beliebig genommene Horizontalebene 5 ſchneidet beyde Colinder nach hori— 
zontalen Geraden, welche ſich in Punkten ihrer Durchſchnittslinie begegnen. Die Gera— 
den des kleineren Cylinders projektiren ſich auf die Horizontalebene nach den Parallelen 
O O, NN.; die Projektionen der Geraden des größeren Cylinders ſchneiden dieſe Pa: 
rallelen in vier Punkten P, P', 7, 7” der Horizontalprojektion des Durchſchnittes der 
Cylinder. Die Konſtruktion dieſer Punkte ergiebt ſich weit einfacher und mittelſt weni— 
ger langen Linien, durch die Anwendung des nach / n verſetzten Kreiſes. Nachdem 
man die Vertikale ff” errichtet, verlängere man die Horizontale 5 bis zu ihrem Zu: 
ſammentreffen mit der Vertikalen ff" in „, und mit dem Kreiſe vom Halbmeſſer H’ f 
in u. Das Stuͤck pn der Horizontalen trage man nach N P, N“ P, Oo 7,07, 
wodurch die vier Punkte P, P, 7, “ beftimmt werden. Man wird den Grund dieſer 
Konſtruktion einſehen, wenn man die Gerade P N als die Projektion eines gemiſchtlinig— 
ten Dreyecks gleich 7 5“ n betrachtet, und als Horizontalriß einer Vertikalebene, welche 
den kleinen Cylinder nach einer Geraden ſchneidet, die an Laͤnge gleich iſt, der Seite 
pn des Dreyeckes, und den größeren Cylinder nach einem Bogen gleich dem Bogen Yu, 
welcher die andere Seite des nemlichen Dreyecks bildet. 

331. Die Tangente an irgend einem Punkte (P, 5) des Durchſchnittes der zwey 
Cylinder, wuͤrde man wie in Art. 303. beſtimmen. Aber bey den Punkten A, B, C, D 
des Durchſchnittes gelangte man mittelſt jener Methode zu keinem Endzweck; weil die 

28 * 8 
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tangirenden Ebenen an einem dieſer Punkte, C zum Beyſpiel vertikal find, und ſich 
folglich nach einer Vertikalen ſchneiden, die als Horizontalprojektion den Punkt C hat. 
Man kommt aber bey dieſen Punkten mittelſt der Ebene der zwey Normalen (Art. 325) 
zu einem Reſultate. Die Normalen in C zu dem groͤßeren und kleineren Cylinder 
ſchneiden ihre reſpektiven Aren in E und O; zieht man die Gerade O E, den Horizon— 
talriß der Normalebene, fo iſt die Senkrechte C M' auf dieſen Riß die Tangente am 
Punkt C. Die Linien C K D, A I B fir die zwey Zweige einer Hyperbel, *) 
welche als reelle Axe die Gerade K J hat. Sie entſprechen dem Zweige des Eintritts 
in den größeren Cylinder und dem Zweige des Ausganges. Der ganze Durchſchnitt 
projektirt ſich auf die Vertikalebene nach dem Kreiſe e, g. 


Durchſchnitt eines Cylinders und einer Kugel. 


332. Die Fig. 2. Taf. XXXII. ſtellt den Durchſchnitt eines Cylinders und einer 
Kugel vor. Die horizontale Projektionsebene geht durch den Mittelpunkt der Kugel 
und durch die Axe des geraden kreisfoͤrmigen Cylinders; die Vertikalebene iſt ſenkrecht 
auf dieſe Are. Die Vertikalprojektion der Durchſchnittskurve iſt ein Kreis, und ihre 
Horizontalprojektion eine Parabel. 

Die horizontale Projektionsebene enthält den Mittelpunkt O der Kugel, den groͤß— 
ten Kreis dieſer Kugel vom Halbmeſſer OD, die Axe G G', und zwey Kanten A C, 
B D des geraden Cylinders, der als Baſis den Kreis e f g hat. Die Vertikalebene 
O D ſchneidet die Kugel nach einem groͤßten Kreiſe, den man auf die Ebene des 
Kreiſes e fg verſetze, aus einem aͤhnlichen Motive mit dem im vorhergehenden Beyſpiele 
dargelegten. Man trage den Halbmeſſer O D von f nach NH, und aus H', als Mit⸗ 
telpunkt, beſchreibe man den auf die Vertikalebene LM nach /n A verſetzten großen 
Kreis der Kugel. Eine beliebige Horizontalebene „ * ſchneidet den Cylinder nach Ge: 
raden, die ſich auf die Horizontalebene nach N N’ und @ 9° projeftiren ; die Horizontale 
p ſchneidet die Vertikale ff" in dem Punkt „, und den Kreis Fun & im Punkt n. 


— — 


*) Man beweißt dieſen Satz durch die Analyſis, indem man als Coordinatenaxen die rechtwink— 
ligen Geraden E F, I K nimmt, welche ſich im Punkt G, dem Urſprunge der Coordinaten 
kreuzen. Die Gleichung des kleineren Cylinders it: &: + 22 S r?; die des Größeren: 

„y + 2 R“. Eliminirt man 22, fo erhält man als Gleichung der Projektion auf die 
Ebene der x 5: 
52 — 2 = RZ — 72 


welches die Gleichung für die gleichſeitige Hyperbel iſt. 
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Traͤgt man die Entfernung pn des Punkts m von der Vertikalen 7 f auf dem 
Halbmeſſer O D von D nach d, und beſchreibt aus O, als Mittelpunkt und mit dem Halb— 
meſſer O d einem Umkreis, welcher die Geraden N N', 9 9 in den Punkten P, P. 
„ 1 ſchneidet, fo gehören dieſe vier Punkte der Horizontalprojektion des Durchſchnittes 
der Kugel und des Cylinders. Dieſe Projektion beſteht aus zwey Zweigen, die einer 
nemlichen Parabel *) angehören, deren Scheitel in S auf der Senkrechten O & liegt, 
welche aus dem Mittelpunkt G der Kugel auf die Axe G G’ des Cylinders gefällt iſt. 

Die Tangente C M' in C ergiebt ſich wie in der vorſtehenden Aufgabe, aus der 
Bedingung ſenkrecht auf dem Horizontalriß der Ebene der zwey Geraden C L, C © 
zu ſeyn, von denen die Eine Normale zu dem Cylinder iſt, und die Andere, Normale 
zu der Kugel; fie trifft die Gerade OG in dem Punkt M', fo daß die Subtangente 
C“ M' iſt. Theilt man C'“ M' durch den Punkt S in zwey gleiche Theile, fo iſt dieſer 
Punkt der Scheitel der Parabel. | | 


Durchſchnitt eines Regels und eines Cylinders. 


Ta f. XXXII. Fig. 4. 


333. Ein Kegel, deſſen Baſis auf der horizontalen Projektionsebene der Kreis 
CK EJ und deſſen Scheitel in D und 4 projektirt iſt, wird von einem geraden kreis— 
foͤrmigen Cylinder durchſchnitten, der als Axe die Horizontale (8 S,s s) hat, und als 
Baſis, den in m m’ projektirten vertikalen Kreis, dergeſtalt, daß er mit feiner unterſten 
Kante auf der Horizontalebene ruht. Man konſtruirt die Durchdringungslinie dieſer 
zwey Flaͤchen, indem man ſie beyde durch Ebenen ſchneidet, die durch den Scheitel der 
Kegelflaͤche parallel zu den Kanten des Cylinders geführt find, (Art. 321.) Dieſe Ebe⸗ 


*) Mon beweißt dieſen Satz durch die Analyſis, indem man den Mittelpunkt O der Kugel zum 
Urſprunge der Coordinaten nimmt, die Senkrech e Ö S auf die Axe G L des Cylinders als 
die Axe der x, und die Parallele zu jener Axe, als Axe der y. Die Gleichung der Kugel iſt: 
* ＋ 52 + zZ? R. Nennt man a die Entfernung 0 &,, fo iſt die Gleichung des 
Cylinders ( — a) ? T 2 D 12; Runder find die Halbmeſſer der Kugel und der Ba— 

ſis des Cylinders. Eliminirt man 22, fo erhält man als Gleichung der Projekiien des 
Durchſchnittes der Kugel und des Cylinders auf der Ebene der 5: 
* 8 2 n d — n RZ 17 ö 
Dieſe Gleichung gehört einer Parabel, deren Scheitel S in einer Entfernung O $ vom Mit, 
telpunkt O liegt, gleich R’ + a* — r? 
| 2 a, 
25 * 
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nen haben ihre Horizontalriſſe, wie leicht zu erſehen, parallel zu der Horizontalprojektion 
S 8 der Axe des Cylinders. Da aber die Riſſe der beyden vorgelegten Flächen nicht 
auf einer nemlichen Ebene gegeben ſind, ſo iſt, um die Schnitte der Huͤlfsebenen und 
der Cylinderflaͤche zu finden, eine dritte Projektionsebene erfoderlich, und man erhaͤlt die 
einfachſten Konſtruktionen, wenn man hiezu eine Ebene, wie C D wählt, welche ſenkrecht 
auf die Erzeugungslinien der Cylinderflaͤche, und deßhalb auch ſenkrecht auf die Reihe 
der angenommenen Huͤlfsebenen iſt, und dabey auf die Horizontalebene niedergelegt gedacht 
wird. Dieſe Projektionsebene C D enthält zwey Erzeugungslinien d’ C, d’ E des Ke— 
gels und einen kreisfoͤrmigen Schnitt 1 5 g des Cylinders. 

Eine ſchneidende Huͤlfsebene, deren Riß J K, die Projektionsaxe C D in trifft, 
in welche demnach die Kegelflaͤche nach zwey, horizontal in J D, K D projektirten- Er: 
zeugungslinien ſchneidet, hat als Riß auf der Ebene C D die Gerade 7 4, (D d' iſt 
hier gleich D 4), und fie ſchneidet die Cylinderflaͤche nach zwey horizontalen Erzeugungs— 
linien (, U W), (pP, VZ). Die Begegnungspunkte der zwey genannten Paare von 
Erzeugungslinien geben die Horizontalprojektionen N, N’, P, P’ von vier Punkten des 
Durchſchnittes der zwey vorgelegten Flaͤchen, deren Projektionen auf der Vertikalebene 
L. M nad) einer oder der andern bereits bekannten Art gefunden werden. 

Die gefundene Durchſchnittslinie hat auf ihrer einen Seite einen doppelten Punkt, 
(6, g, g) welches ſchon daraus zu entnehmen war, daß die aͤußerſte Huͤlfsebene (F C, 
C 4) auf dieſer Seite zu gleicher Zeit beruͤhrend zu der Kegel- und der Cylinderflaͤche 
war. 


Von der ſchiefen und perſpektiviſchen Projektion. 


334. Die Projektionsmethode, welche wir (Art. 7 — 10.) erklaͤrt, und der wir 
uns bis jetzt ausſchließlich bedient haben, um die Stellung der verſchiedenen Punkte des 
Raumes zu beſtimmen, beſteht wie bekannt darinn, aus jedem zu beſtimmenden Punkte 
eine Senkrechte auf jede der zwey Projektionsebene zu faͤllen; die Fußpunkte dieſer Senk— 
rechten, welche die Projektionen des betrachteten Punktes ſind, beſtimmen die Stellung 
dieſes letzteren im Raume. 

Wenn man durch irgend einen Punkt des Raumes zwey gerade Linien unter be— 
kannten aber ſchiefen Richtungen nach beyden Projektionsebenen fuͤhrte, ſo waͤre, wenn 
man dieſe Geraden als projektirende Linien betrachtet, und ihre Durchſchnitte mit den 
Projektionsebenen, als die Projektionen des Punktes, die Stellung dieſes letzteren durch 
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die Angabe dieſer Projektionen, und der Richtung der projektirenden Geraden ebenfalls 
vollkommen beſtimmt. Man nennt ſchiefe Projektion diejenige Methode, bey wel— 
cher die projektirenden Geraden parallel unter ſich ſind, aber eine beſtimmte ſchiefe Rich— 
tung, in Bezug auf die Projektionsebene haben. Die erſtgenannte Projektionsart hinge— 
gen nennt man, zur Unterſcheidung von dieſer, rechtwinklige oder orthogonale Pro— 
jektion. Bey dieſen beyden Projektionen ſind die projektirenden Flaͤchen der geraden Linien, 
Ebenen, und die der Kurven, Cylinder. 

Die allgemeinſte Projektionsart iſt diejenige, wenn die projektirenden Linien ſaͤmmt— 
lich nach einem beſtimmten und bekannten Punkte des Raumes zuſammen laufen; man 
nennt ſie zentrale oder perſpektiviſche Projektion. 

Durch zwey zentrale oder perſpektiviſche Projektionen eines Punktes auf zwey ver— 
ſchiedenen Ebenen, deren jede ihren beſonderen Projektionsmittelpunkt hat, iſt die Stel— 
lung dieſes Punkts im Raume ebenfalls beſtimmt. Die projektirenden Flächen der Kur: 
ven ſind bey der perſpektiviſchen Projektion Kegel, die projektirenden Flaͤchen der Gera— 
den dagegen Ebenen, wie bey den beyden andern Projektionen. 

335, Im erſten Buche haben wir die, auf die rechtwinklige Projektion bezuͤglichen 
Lehrfäge erklärt; der folgende Satz gilt für alle drey Projektionsarten, und zwar im 
ganz allgemeinen Sinne, das heißt, wenn man ſtatt der Projektionsebenen beliebige 
krumme Flaͤchen naͤhme. 8 
Wenn zwey Linien ſich im Raume ſchneiden, fo iſt die Projektion ihres Begeg— 
nungspunktes auf einer Ebene oder einer krummen Flaͤche zugleich auch der Begegnungs— 
punkt der Projektionen derſelben Linien auf dieſer Ebene oder Flaͤche. 

Der Satz gilt auch bey zwey Linien, welche ſich beruͤhren; „die Projektion ihres 
Beruͤhrungspunktes iſt auch der Beruͤhrungspunkt der Projektionen der Linien.“ 

Der Satz: „parallele Gerade haben als Projektionen auf einer Ebene wiederum 
parallele Gerade“ iſt bey der rechtwinkligen und ſchiefen Projektion giltig, wobey die 
projektirenden Geraden parallel unter ſich ſind, er kann aber nicht allgemein bey der 
perſpektiviſchen Projektion ſtatt haben. N 

Die zwey für die Ausuͤbung ſo fruchtbaren Saͤtze: 

„auf einer Projektionszeichnung liegen die beyden Projektionen eines Punktes in 

„einer auf die Projektionsaxe ſenkrechten Geraden; und: 

„wenn eine Gerade und eine Ebene ſenkrecht unter Mid find, fo iſt die Projektion 

der Geraden ſenkrecht auf den entſprechenden Riß der Ebene,“ (Art. 16. 38.) 
finden blos bey der rechtwinkligen Projektion ihre Anwendung. 
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Bey der rechtwinkligen, der ſchiefen und der perſpektiviſchen Projektion haben alle 
auf einer nemlichen projektirenden Flaͤche gelegenen Punkte und Linien als gemein: 
ſame Projektion auf einer Ebene oder irgend einer andern Flache, den Durchſchnitt der 
projektirenden Flaͤche durch dieſe letztere. 

Auf dieſen Satz gründen ſich viele Anwendungen der ſchiefen und zentralen Projek⸗ 
tion. Durch die Verbindung dieſer Projektionsarten mit den rechtwinkligen laſſen ſich 
in manchen Faͤllen ſehr einfache und elegante Aufloͤſungen geben, wovon wir hier einige 
Beyſpiele anfuͤhren wollen. 


Durchſchnitt eines geraden und eines ſchiefen kreisfoͤrmigen Cylinders. 


336. Wenn ein Cylinder und eine andere beſtimmte Flaͤche ſich durchdringen, ſo 
findet man ihre Durchſchnittslinie, wenn man beyde Flaͤchen durch eine Reihe paralleler 
Ebenen ſchneidet. Die Punkte, in denen die in einer Ebene enthaltenen Schnitte ſich 
begegnen, gehoͤren der Linie an, nach welcher die zwey Flaͤchen ſich durchdringen. Projek— 
tirt man die Schnitte auf eine Ebene, mittelſt paralleler Geraden zu den Erzeugungs— 
linien des Cylinders, ſo iſt die Projektion der Schnitte des Cylinders unveränderlich 
und die Projektion der Schnitte der Flaͤche, welche den Cylinder durchdringt, aͤndert ſich 
bey jeder durchſchneidenden Ebene; aber die Parallelen zu den Kanten des Cylinders, 
die durch die Punkte gefuhrt ſind, in welchen jene Projektionen ſich ſchneiden, enthalten 
die Punkte der Durchſchnittslinie der zwey Flaͤchen, und da dieſe Punkte auch in der 
durchſchneidenden Ebene liegen müſſen, fo find fie beſtimmt. Nehmen wir an, ein Ey 
linder, deſſen Erzeugungslinie horizontal iſt, werde von einem andern geneigten Colinder 
geſchnitten; man verlangt ihre Durchſchnittslinie und den Schnitt des zweyten Cylinders 
durch eine Ebene, welche ſenkrecht auf ſeine Erzeugungslinie iſt. 


i Taf. XXXII. Fig. 3. 

337. Es ſey C D die horizontale Are eines Cylinders von kreisfoͤrmiger 
Baſis, A B der Horizontalriß einer Vertikalebene, welche dieſen Cylinder nach einem 
Kreiſe vom Halbmeſſer A C oder B C ſchneidet. Dieſer, horizontale Cylinder wird 
von einem ſchiefen Cylinder durchſchnitten, deſſen kreisfoͤrmige Grundlinie fg 1 
in einer Vertikalebene f / liegt; der Durchmeſſer 77 * dieſer Baſis iſt von der hori⸗ 
zontalen Projektionsebene um die vertikale Höhe 7 oder A A entfernt. Die horie 
zontalen und rechtwinkligen Projektionen der Kanten des ſchiefen Cylinders, welche durch 
die Punkte Y, 7’ gehen, find die Geraden 7 FP, * H. Dieſe Kanten find in einer Ebene, 


* 


* 
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welche die horizontale Projektionsebene nach der Geraden F H fihneidet. Eine Vertikal— 
ebene f F F drehe ſich um ihren Horizontalriß 7 F, um ſich auf die Horizontalebene 
zuruͤckzulegen. Auf dieſe erſte Ebene tragen wir die Punkte des Raumes mittelſt ſchie— 
fer Linien über, Wir nehmen als projektirende Linien horizontale Parallelen zu der Er: 
zeugungslinie des großen horizontalen Cylinders; alle Linien dieſes groͤßeren Cylinders 
projektiren ſich nach der Krummen F I. F., die aus feinem Durchſchnitt mit der vertika— 
len Projektionsebene 7 FF’ entſteht. Die Baſis Y g A des kleineren Cylinders projek— 
tirt ſich auf die Ebene TF F nach der auf 7 F ſenkrechten Geraden f g: dergeſtalt, 
daß der horizontale Durchmeſſer “ 4 als ſchiefe Projektion den Punkt f” der Geraden. 
Fe hat, welchen man beſtimmt, indem man 77 = macht. 

Die Hypothenuſe F.“ des rechtwinkligen Dreyecks F 7 “ iſt die ſchiefe Projek— 
tion des Parallelogramms, deſſen gegenuͤberſtehenden Seiten die Horizontalen F H, F A 
find. Traͤgt man eg nach 7“ g’ und zieht zu 7“ F die Parallele 3“ 2, fo iſt das 
Stück FA der Krummen F L F die ſchiefe Projektion des Durchſchnittes des halben 
Cylinders von der Grundlinie 7 g J. Dieſer Durchſchnitt hat überdies als orthogonale 
Horizontalprojektion die Krumme F K H, welche wir konſtruiren wollen. 

Die Punkte F und H dieſer Krummen find auf der Horizontalen A A4 durch 
das Zusammentreffen derſelben mit den Geraden 7 F, / H beſtimmt. Um einen zwiſchen⸗ 
liegenden Punkt M auf der zu F f parallelen Geraden MN zu finden, betrachte man 
dieſe Gerade M N dals Horizontalriß einer Vertikalebene, welche die Ebene des Kreiſes 
Ag % nach der Geraden N ſchneidet. Traͤgt man die Vertikale N m auf der 7 g. 
von f nach m’, und zieht die Parallele m’ m” zu F/, welche die Krumme F in m” 
trifft; errichtet ſodann aus dieſem Punkt m’ die Vertikale m” A, und zieht durch den 
Punkt x der Geraden fF die Parallele M zu F H, fo ſchneidet dieſe Parallele die 
Gerade MN in dem Punkt M. Eine andere durchſchneidende Ebene M' N’, die pa— 
rallel zur Vertikalebene M N wäre, gabe einen andern Punkt M' der Krummen 
FMM H. | 

338. Die ſchiefe Projektion des geraden Schnittes des kleineren Cylinders 
von der Grundlinie 7 g 4, it auf der Projektionsebene f FF eine Kurve 5 , 
welche zu konſtruiren iſt. Die Ebene dieſes geraden Schnittes hat als Riß auf der ho— 
rizontalen Projektionsebene die ſenkrechte Gerade P O auf die Parallelen / F, . H. Eine 
beliebig genommene Vertikalebene M’ N’ ſchneidet den Cylinder und die Ebene des gera— 
den Schnittes nach zwey, im Raume unter ſich ſenkrechten Geraden, deren ſchiefe Pro— 

jektionen auf der Vertikalebene f F’ fih ebenfalls im rechten Winkel durchſchneiden. Nun 
aber iſt die ſchiefe Projektion der Geraden des Cylinders auf der Vertikalebene / F. die 


. 
A 
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Gerade m’ m”; die ſchiefe Projektion des Punkts R iſt R'; wenn man daher aus dem 
Punkt R auf m’ m” die Senkrechte Rr errichtet, fo gehört der Fußpunkt 7’ dieſer 
Senkrechten der ſchiefen Projektion gr p des geraden Schnittes an. 

Die ſchiefe Projektion des Punktes Q it O3 die ſchiefen Projektionen der zwey, 


in den Vertikalebenen 7 F, 4 H enthaltenen Kanten des Cylinders, fallen in die eine 


Gerade f” F zuſammen; es folgt daraus, daß die, aus den Punkten Q und P auf 
die F f” gefaͤllten Senkrechten . , P p die Punkte 7, p der Krummen 7 75 bes 
ſtimmen. 

Mittelſt des geraden Schnittes des kleineren Cylinders, wird man die Aufwicklung 
dieſes Cylinders erhalten, und darauf alle Linien uͤbertragen koͤnnen, welche durch die 
beyden Projektionen, der ſchiefen vertikalen, und der rechtwinkligen horizontalen beſtimmt 
ſind. a 


Perſpektiviſche Projektion. 
Von den Projektionen des Kreiſes. 


339. Die rechtwinklige oder ſchiefe Projektion eines Kreiſes auf einer Ebene, iſt 
immer eine Ellipſe, wenn anders die Projektionsebene nicht parallel zu der Ebene des 
Kreiſes iſt. (Siehe §. 2. des Anhanges.) 

Bey der perſpektiviſchen oder zentralen Projektion eines Kreiſes bildet die projekti⸗ 
rende Fläche deſſelben einen kreisfoͤrmigen Kegel, deſſen Scheitel der Projektionsmittel— 
punkt iſt (Art. 333.); dieſer kann aber durch eine Ebene, welche nicht parallel zu feis 
ner Baſis iſt, bekanntlich nur nach einer von den drey Kurven, der Ellipſe, der Hy⸗ 
perbel oder der Parabel geſchnitten werden. Man ſieht hieraus, daß die perſpektiviſche 
Projektion eines Kreiſes auf einer Ebene immer eine der drey genannten Linien ſeyn 
muͤſſe. Da aber von zwey ebenen Linien, deren Eine die Projektion der Anderen iſt, 
dieſer Letzte auch umgekehrt als die Projektion der erſten zu betrachten iſt; ſo kann auch 
jeder Kreis als die zentrale Projektion irgend eine Kegelſchnittslinie an geſehen werden. ) 

Es folgt aus dieſen Erkaͤrungen unmittelbar, daß jeder Kegel der zweyten Ordnung, 
das heißt, jeder Kegel, welcher eine Kurve der zweyten Ordnung zur Baſis bat, auch 
ein kreisfoͤrmiger Kegel feg. 


*) Anfänger konnen ſich an der Aufgabe üben, bey ciner gegebenen kEEllipſe, als Baſis eines 
ſchiefen Cylinders, die Stellung der Ebene zu finden, welche dieſen Cylinder nach einem 
Kreiſe ſchneidet; und eben ſo, bey einer gegebenen Kegelſchnittslinie und beſtimmtem Projek- 
tionsmittelpunkte, die Ebene zu finden, worauf ſich jene Kurve als Kreis projsktirt, 


N 


de 
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Durchſchnitt eines Kegels und einer Umdrehungsflaͤche. 


340. Um die gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie eines Kegels und einer Umdre— 
hungsflaͤche zu konſtruiren, nehme man beyde Flaͤchen durch eine Reihe von Ebenen ge— 
ſchnitten an, die ſaͤmmtlich auf die Are der Umdrehungsflaͤche ſenkrecht find. Man bes 
trachte den Schnitt des Kegels durch eine von den Ebenen dieſer Reihe als ſeine Baſis, 
und man projektire auf dieſe Ebene die kreisfoͤrmigen Schnitte der Umdrehungsflaͤche, 
mittelſt projektirender Linien, die nach dem Scheitel des Kegels zuſammenlaufen. Die 
Projektionen dieſer Kreiſe ſind wiederum Kreiſe, unter denen man diejenigen bemerkt, 
welche die Baſis des Kegels ſchneiden. Durch den Punkt, wo einer der letztgenannten 
Kreiſe die Grundlinie des Kegels ſchneidet, fuͤhre man eine Kante des Kegels; dieſe 
Kante wird den kreisfoͤrmigen Schnitt der Umdrehungsflaͤche, von welchem jener Kreis 
die perſpektiviſche Projektion iſt, in einem Punkt treffen, welcher dem Durchſchnitt der 
Umdrehungsflaͤche und des Kegels angehört, *) 


341. Taf. XXXIII. Auf der Horizontalebene, welche ſenkrecht auf die Axe der 
Umdrehungsflaͤche angenommen iſt, ſey 3 C D E die Grundlinie des Kegels; L M ſey 
der Durchſchnitt der beyden Projektionsebenen und (A, a) ſey der Mittelpunkt des 
Kegels. Eine, durch die Umdrehungsaxe (F, 7 „) parallel zur Vertikalebene L M ge: 
fuͤhrte Meridianebene, ſchneidet die Umdrehungsflaͤche nach ihrem Erzeugungsmeridian 
(G H, A A g). 

Irgend eine Horizontalebene 17 ſchneidet die Umdrehungsflaͤche nach einem ihrer 
Parallelkreiſe (IK L, I 2), deſſen Mittelpunkt in (F, n) iſt. Man projektire dieſen 
Parallelkreis auf die Ebene der Grundlinie des Kegels, welche als perſpektiviſche Projek— 
tionsebene angenommen iſt, mittelſt projektirender Geraden, die nach dem Mittelpunkt 
(A, 4) zuſammenlaufen. Die perſpektiviſche Projektion dieſes Kreiſes iſt ein anderer 
Kreis, vom Durchmeſſer l“ K 7%, deſſen Mittelpunkt (N, „) in dem Durch— 
ſchnitt der Horizontalebene und der Geraden (A F, a n) liegt, welche den Mittelpunkt 
(F, n) mit jenem des Kegels (A, 4) verbindet. Der Kreis D! E K“ ſchneidet die 
Baſis BC DE des Kegels in den Punkten D, E; die Geraden, welche durch dieſe 
Punkte nach dem Mittelpunkte (A, 4) des Kegels gefuͤhrt ſind, treffen den Parallelkreis 


*) Dieſe Auflöſung, fe wie die des folgenden Problems (Art, 341.) findet ſich zuerſt ange 
führt in dem Traite de Geometrie descriptive von Potier. Paris 1817. liv III. Appl. 


XIV et XVII. 
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(IK L, 1) der Umdrehungsflaͤche in den zwey Punkten (, &), (8, g“), welche dem 
Durchſchnitt des Kegels und der Umdrehungsflaͤche angehoͤren. | 

Verfaͤhrt man auf dieſelbe Weiſe bey andern Parallelkreiſen der Umdrehungsflaͤche, 
jo findet man fo viele weitere Punkte des Durchſchnittes (a G . . de, RB yYy..- 
„ ) der zwey gegebenen Flächen, als man verlangt. f 

342. Wenn verlangt wuͤrde, den Durchſchnitt eines Cylinders und einer Umdre⸗ 
hungsflaͤche zu beſtimmen, fo würde man ſtatt der zentralen Projektion die ſchiefe Pro: 
jeftion anwenden, indem man als projektirende Linien Parallelen zu den Erzeugungs- 
linien des Cylinders naͤhme. Durch die gleichen Verfahrungsarten faͤnde man die 
Durchſchnittslinie eines Kegels oder eines Cylinders durch eine Flaͤche, welche als Er: 
zeugungslinie eine ebene Kurve von beftändiger oder veraͤnderlicher Geſtalt hätte, deren 
Ebene ſich parallel zu ihr ſelbſt bewegte. Man würde als Baſis des Kegels oder Cy⸗ 
linders, den Schnitt deſſelben durch eine Ebene nehmen, welche parallel waͤre zu der 
Ebene der beweglichen Erzeugungskurve. ö 
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Nad tre . 
Ueber die Durchſchnitte der krummen Slächen und Ebenen. 


Das erſte Kapitel dieſes Buches lehrt die Konſtruktionsart des Durchſchnittes einer krummen 
Fläche und einer Ebene im Allgemeinen, fo wie in mehreren beſonderen Faͤllen. Von der nemlie 
chen Aufgabe hängt zugleich diejenige ab, den Durchſchnitt einer Fläche und einer geraden Linie zu 
beſtimmen; denn irgend eine durch die Gerade gehende Ebene ſchneidet die krumme Flaͤche nach 
einer gewiſſen krummen Linie, die Begegnungspunkte dieſer Kurve mit der Geraden find die geſuch⸗ 
ten Punkte. 


Note IL 
Ueber die Aufwicklung der Flaͤchen. 


Aus den Art. 223. 230. 236. 312. angefuͤhrten Beyſpielen iſt zu erſehen, daß man, um die 
Aufwicklung irgend einer auſwickelbaren Fläche zu erhalten, auf der Flaͤche eine Kurve kennen muͤſſe, 
deren Geſtalt auch auf der Aufwicklung zum Voraus bekannt iſt. Bey den Cylindern iſt dieſe zum 
Beyſpiel, der Schnitt ſenkrecht auf die Kanten, und bey den Kegeln, der Durchtchnitt mit einer 
konzentriſchen Kugel. Kann man zu einer ſolchen Linie, auf der Fläche ſowohl als auf ihrer Auf: 
wicklung Tangenten ziehen, und dadurch die Winkel beſtimmen, unter denen die Linie von den aufein— 
anderfolgenden Kanten der Fläche geſchnitten wird, fo laſſen ſich, da dieſe Winkel durch die Auf: 
wicklung nicht verändert werden, mittelſt derſelben, auf der Aufwicklung die Geraden der Fläche be> 
ſtimmen, und fomit auf aͤhnliche Art, wie in den vier gegebenen Beyſpielen, jeder durch feine Pro— 
jektionen beſtimmte Punkt der Fläche auf ihre Auſwicklung übertragen. Nun aber kennt man 
nicht bey jeder aufwickelbaren Flaͤche eine Linie von der ſo eben angegebeuen Beſchaffenheit, und die 
Aufgabe, die Aufwicklung einer Fläche zu konſtruiren, um auf dieſelbe irgend eine Linie der Flaͤche 
uͤberzutragen, ift daher nur in einzelnen Fällen durch bloße geometriſche Verfahrungsarten zu loͤſen, 
wie bey allen Kegeln und allen Cylinderflaͤchen, nicht aber im Allgemeinen. 

Lacroix hat in dem erſten Bande feines großen Calcul differentiel die analytiſche Auflöfang 
des Problems gegeben: Es iſt auf einer aufwickelbaren Fläche irgend eine Kurve verzeichnet; man 
fol finden, was dieſe Kurve durch die Aufwicklung der Flaͤche wird; und umgekehrt, eine Kurve 
iſt auf einer Ebene verzeichnet, man ſoll finden, was dieſe Kurve wird, wenn man ihre Ebene auf 
eine gegebene Fläche umwickelt. 
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Roter II. 
Ueber die Durchſchnitte der krummen Slähen unter ſich. 


Das zweyte Kapitel d. B. enthält die Loͤſung der Aufgabe, den Durchſchnitt zweyer krummen 
Flaͤchen zu beſtimmen; es konnte uͤbrigens auch aufgegeben werden, den Durchſchnitt einer krum⸗ 
men Flaͤche und einer außerhalb der Flaͤche gegebenen Kurve zu beſtimmen. Um dieſe Aufgabe zu 
loͤſen, denkt man ſich die Kurve auf eine krumme Flaͤche verſetzt, deren Erzeugung bekannt iſt; 
man konſtruirt ſodann den Durchſchnitt dieſer letzten Fläche mit der gegebenen; die Punkte, welche 
die fo gefundene Durchſchnittslinie mit der gegebenen Kurve gemein hat, find offenbar die geſuchten 
Punkte. Die einfachſte Flaͤche, auf die man eine, durch ihre Projektionen gegebene Kurve verſetzen 
kann, iſt eine der projektirenden Flächen dieſer Ku ve. 0 


2 Note IV. 


Durchſchnitt zweyer Umdrehungs⸗Ellipſoide, deren Axen ſich nicht begegnen; 
ſiehe Art. 322 et seg. 


Wenn die Axen zweyer Umdrehungsflaͤchen, deren gemeinfchaftlicher Durchſchnitt zu konſtruiren 
wäre, ſich nicht begegneten, fo würde man ein Syſtem von durchſchneidenden Ebenen anwenden, 
welche ſaͤmmtlich ſenkrecht auf eine der beyden Axen waͤren, damit man nur noͤthig haͤtte, die 
Schnitte der andern Flaͤche punktweiſe zu beſtimmen. Es giebt indeſſen einen beſondern Fall, wo⸗ 
bey die Axen der zwey Flaͤchen ſich nicht begegnen, und wo man die Punkte ihres Durchſchnittes 
durch die Begegnung zweyer Kreiſe findet, welche die Projektionen der Schnitte beyder Flaͤchen 
durch eine nemliche Ebene ſind. 

Es iſt bekannt, daß die Flächen des zweyten Grads durch parallele Ebenen, nach ähnlichen 
und Ähnlich gelegenen Linien geſchnitten werden. 

Zwey Umdrehungsflaͤchen des zweyten Grads, wie zwey Ellipfoide, deren Axen! ſich nicht be⸗ 
gegnen, beſitzen dieſelbe Eigenſchaft. Auf dieſe Betrachtung iſt folgende Auflöfung gegründet, wel⸗ 
che Herr Chapuis bekannt gemacht hat. ) Eine beliebige, zu beyden Axen parallele Ebene P 
werde als erſte Projektionsebene angenommen, und es giebt, wie wir zuerſt darthun werden, zwey 
andere Ebenen P, P“, welche ſenkrecht auf dieſelbe find, und von denen die erſte P, die beyden 
Ellipſoide nach zwey Ellipſen ſchneidet, welche beyde als orthogonale Projektionen auf der Ebene 
P“, Kreiſe von beſtimmten Durchmeſſern haben. 

Taf. XXXIII. Fig, a. Von zwey Elipfoiden, welche ſich durchſchnelden, habe das Eine als 
Axe die Gerade A B und als Meridianſchnitt die Ellipſe A H B, welche als große Axe die 
Gerade A B hat und die Senkrechte O H auf A B als halbe kleine Axe. Man nehme als 
erſte Projektionsebene diejenige, welche durch die Axe A B geht, und welche parallel zu der zwey⸗ 
ten Axe iſt; es ſey gegeben die Entfernung dieſer zweyten Axe von der Erſten, auf einer Geraden 
gemeſſen, welche ſenkrecht auf beyde iſt. 


) Correspondance sur l’&cole polytechnique, par Hachette tom. II. pag. 150. 7 
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Jede durch den Mittelpunkt O des erſten Ellipſoids A B, und ſenkrecht auf die erſte Bro, 
jektionsebene gefuͤhrte Ebene ſchneidet dieſes Ellipſoid nach einer Ellipſe, deren große Axe ein 
Durchmeſſer der Ellipſe A E P iſt, und deren halbe kleine Axe gleich O H, das heißt, gleich der 
halben kleinen Axe des Ellipſoids iſt. 

Es verhaͤlt ſich eben ſo mit jeder andern, auf die Projektlonsebene ſenkrechten Ebene, welche 
durch den Mittelpunkt O' des zweyten Ellipſoides gienge. Der Schnitt waͤre eine Ellipſe, welche 
als kleine Axe eine Gerade gleich der kleinen Axe H' A’ des Ellipſoids haͤtte, und als große Axe 
einen Durchmeſſer der Ellipſe G DH’ k, welche der ee dieſes zweyten Ellipſoi⸗ 
des iſt. 

Es ſey O E der Riß einer beliebigen, auf die erſte Projektionsebene ſenkrechten und durch 
den Mittelpunkt O des erſten Elltpſoides gehenden Ebene. Die durch dieſe Ebene in dem Ellip⸗ 
ſoid gemachte Schnitt wird eine Ellipſe (E) ſeyn, welche O E als halbe große Axe, und OH 
als halbe kleine Axe hat. Konſtruirt man über O E als Hypothenuſe mit einer Seite EG=OH 
das rechtwinklige Dreyeck E G O, fo it E G der Riß einer Ebene P“, die ſenkrecht auf die erfie 

rojektionsebene iſt, und wenn man dieſe als zweyte Projektionsebene annimmt, fo wird die Ellipſe 
E) ſich als ein Kreis darauf e weil die Projektion der großen Axe dieſer Ellipſe gleich 
der kleinen Axe ſeyn wird. 

Das nemliche Raiſonnement läßt fi bey dem in 6“ rechtwinkligen Dreyeck E O, Gl mas 
chen. Wenn die Seite E' G gleich iſt der kleinen Axe O'“ H', fo wird Ellipſe (E“), der Schnitt 
des zweyten Ellipſoides durch die Edene O“ E,, ſich auf die Ebene E G“ nach einem Kreiſe pro- 
jektiren; wobey die projektirenden Linien parallel zu der, auf E' G“ ſenkrechten Seite O“ G/ find; 
aber die Ebenen der zwey Ellipſen (E), CE) ſollen parallel ſeyn, und um ihre Richtungen zu 
beſtimmen, wende man folgenden Kunſtgriff an. 

Man denke ſich ein drittes Umdrehungsellipſoid, ahnlich mit dem Zweyken, deſſen kleine Axe 
gleich der kleinen Axe des erſten Ellipſoides iſt. Diefes dritte Ellipſoid hat denſelben Mittelpunkt 
O, wie das Erſte, feine große Axe C“ D“, welche parallel iſt mit der großen Are C D des zwey 
ten Ellipſoids, ſteht mit dieſer Axe C D im Verhaͤltniß der beyden keinen Axen O“ H“, OH, 
Man trage auf die O N, ſenkrecht auf C' D' die kleine Axe On = O H; und um die Länge 
O C der halben großen Axe zu erhalten, fetze man folgende Proportion an: 

OH :O H:: OG: OC! = 8 1 = 

Die Ellipſe C' n P des dritten Ellipſoids ſchneidet die Ellipſe, A H B, die Erjeugungs- 
linie des Erſten, im Punkt E, durch welchen man die Gerade O E ziehe. Dieſe Gerade und die 
halbe kleine Are O H beſtimmen das Dreyeck E O G. Nun aber iſt es einleuchtend, daß die 
Ebene E O, die ſenkrecht auf die, zu den beyden Axen parallele Ebene iſt, das erſte und dritte 
Ellipſoid nach Ellipſen ſchneide, deren Projektionen auf der Ebene E G oder E G“ Kreiſe find; 
überdem find die parallelen Schnitte eines Ellipſoids ahnlich und aͤhnlich gelegen; nimmt man da. 
der die Ebene E G oder E G als Projektionsebene, fo wird jedes Paar, in dem erſten und drit, 
ten Ellipſoide gemachter Schnitte ſich auf die Ebene nach zwey Kreiſen projektiren, die ſich in swey 
Punkten der Durchſchnittslinie des erſten Ellipſoids und des Huͤlfsellipſoids ſchueiden. Dieſes letzte 
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Ellipfoid iſt aber nach der Hypotheſe, Ähnlich mit dem zweyten und ähnlich gelegen, woraus folgt, 
daß die gegebenen Ellipſoide durch parallele Ebenen, u derjenigen, deren Riß O E if, nach Ellipſen 
geſchnitten werden, deren Projektionen auf der Ebene E 6, oder ihren parallelen Ebenen, Kreiſe find. 

Es fen A’ B' irgend eine Senkrechte auf die Seite . des Dreyecks E O G, welche man 
als Durchſchnittslinie an beyden Projektionsebenen nehme. Indem man annimmt, daß die erſte 
dieſer Ebenen, welche die Ellipſe A H P enthält, vertikal ſey; fo iſt die Gerade O G eine Ver⸗ 
tikale, und A’ B' die Horizentalprojektion der erſten Umdrehungsaxe A B. Da die kuͤrzeſten Ent 
ſernung der beyden Axen gegeben iſt, ſo trage man dieſe Entfernung zwiſchen die zwey Parallelen 
A’ ', C“ D“ und dieſe Letztere iſt die Horizontalprojektion der zweyten Axe. Die Schnitte der 
zwey Ellipfoiden durch Ebenen, die parallel zu O E, und ſenkrecht auf die vertikale Projektors. 
ebene find, projektiren ſich auf die Horizontalebene als Kreiſe. 


Es ſey die Parallele * d zu O E oder O’E der Vertikalriß einer Ebene, welche die beyden 5 


Ellipſoiden nach zwey Ellipfen (E), (E)) ſchneidet, welche als Axen, die Sehnen & B, 7 9 der 
zwey Erzeugungsellipfen haben. Von dieſen Axen prejektirt ſich die Erſte auf die Gerade A’ B, 


nach & BR’, und die zweyte auf die Gerade G“ D“ nach Y &, Die über & G' und y d als 


Durchmeſſer beſchriebenen Kreiſe find die Horizonkalprojektionen der zwey Ellipſen (E), (E“); 
fie ſchneiden ſich in zwey Punkten O. , welche die Horizontalprojektionen zweyer Punkte der 
Durchſchnittslinie beyder Ellipſoide find; man wuͤrde ihre Vertikalprojektionen durch das Zuſam⸗ 
. der Geraden d und der, ans den Punkten H. errichteten Senkrechten auf die 
Gerade A’ B' erhalten. ap’ 

zwey Erzeugungsellipſen des erſten gegebenen Ellipſoids und des Ähnlichen Ellipſoids mit 
dem zweytken Gegebenen, ſchneiden ſich in vier Punkten, welche auf den zwey Durchmeſſern E e, e e 
gelegen ſind; die Ebenen, welche durch dieſe Durchmeſſer, und ſenkrecht auf die Ebene der Axen 
A B, © D' der zwey Ellipſoiden geführt find, enthalten zwey Ellipſen, welche die Durchſchnittslinien 
dieſer nemlichen Ellipſoide find, Im Allgemeinen ſchneiden ſich zwey Ellipſoide, welche einerley, Mit⸗ 
telpunkt, und eine Hauptaxe von gleicher Länge haben, nach ebenen Kurven. Wir haben uns des Durch— 
meſſers E e bedient, um das Dreyeck EO G zu beſtimmen, deſſen Seite EG der Riß einer Ebene 
iſt auf welche die Schnitte der Ellipſoide ſich nach Kreiſen projektiren; aber der zweyte Durchmeſſer 
e O s“, wäre die Hypothenuſe eines int rechtwinkligen Dreyecks s Out, deſſen Seite Ot eine 
zweyte Ebene beſtimmte, dergeſtalt, daß alle parallelen Schnitte der Ellipſoide zu der, durch den 
Durchmeſſer e 6, und ſenkrecht auf die Ebene der zwey Axen A B, C' D' geführten Ebene, ſich 
auf dieſelbe ebenfalls nach Kreiſen projektiren. 
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